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解析函数-佐藤超函数の枠組みにおける偏微分方程式の研究においては,代数解析
的な取り扱いが主流であって, 従来からの C∞-distributionの枠組みにおける方法を
適用することは難しいと考えられていた. C∞-distributionの枠組みにおける最も重要
な手法は (微積分学の基本定理の一つの表現である)部分積分であり,これにより得
られる種々のエネルギー評価 (アプリオリ評価)を用いて,偏微分方程式の研究がな
されてきた. その後,超局所解析的取り扱いにより,偏微分方程式論が大に発展した.
C∞-distributionの枠組みにおける超局所解析においては, cut-off函数及びそれをシン
ボルとする擬微分作用素を用いることができ,これによって問題を容易に超局所化
できる.シンボル・カリキュラス (本質的には部分積分)を適用して,超局所的考察 (
標準形への帰着等)によりエネルギー評価等を導き,またパラメトリックスを構成す
ることにより,偏微分方程式を研究することが可能になった.ここで述べたような超
局所解析を古典的超局所解析と呼ぶことにする. 解析函数-佐藤超函数の枠組みでの
偏微分方程式の研究に古典的超局所解析的手法を用いるために, cut-offシンボルを
もつ擬微分作用素を用いて, [4] において古典的超局所解析の基礎を与えた. すなわ
ち,我々は [4] において, Hörmander [1]の第 IX 章及び Treves [3]の第 V章の結果を
結び付けて,その上に古典的超局所解析を確立した。
ここでは [4] について簡単に紹介して,代数解析とは少し異なるアプローチについ

て述べたい. §1では佐藤超函数・マイクロ函数に対して我々の立場からの同値な定
義を与え, §2で擬微分作用素の定義及びシンボル・カリキュラスについて簡単に述
べる.最後に §3において,一つの例としてmicrohyperbolic作用素に関する柏原-河合
[2] の結果を紹介して,古典的超局所解析の立場からの略証を与える.



1. 佐藤超函数

1.1. 函数空間と Fourier 変換

ε ∈ Rに対して

Ŝε := {v(ξ ) ∈C∞(Rn); eε⟨ξ ⟩v(ξ ) ∈ S }

とおく. ここで ⟨ξ ⟩ = (1+ |ξ |2)1/2, S は Schwartz空間を表す. Ŝε にはS より自然
な位相が導入され, C∞

0 (Rn)がそこで稠密になる.さらに Ŝε の共役空間を Ŝ ′
ε で表す

と, Ŝ ′
ε ⊂ D ′ とみなすことができる.

Ŝ ′
ε = {v(ξ ) ∈ D ′; e−ε⟨ξ ⟩v(ξ ) ∈ S ′}

が成立する. ε ≥ 0とする.そのとき, Ŝε ⊂ S より

Sε := F−1[Ŝε ] (= F [Ŝε ]) (⊂ S )

と定義できる. ここで F , F−1はそれぞれ S ′ における Fourier変換及び逆 Fourier

変換を表す. 例えば u ∈ S に対して, F は F [u](ξ )(≡ û(ξ )) :=
∫

e−ix·ξ u(x)dxで

定義される. ここで x · ξ = ∑n
j=1x jξ j ( x = (x1, · · · ,xn),ξ = (ξ1, · · · ,ξn) ∈ Rn)である.

Ŝε のF−1による像としてSε に自然な位相を導入し,その共役空間を S ′
ε で表す.

Ŝε , Sε はS で稠密より S ′ ⊂ S ′
ε とみなせる. Ŝε

F ,F−1

∼−→ Sε の共役作用素として,

S ′
ε

tF ,tF−1

∼−→ Ŝ ′
ε を定義できる. Ŝ−ε ⊂ Ŝ ′

ε に注意して

S−ε := tF−1[Ŝ−ε ] (⊃ S )

と定義する. S−ε に同様に位相を定義してその共役空間をS ′
−ε で表すと, S ′

−ε =
F−1[Ŝ ′

−ε ] ⊂ S ′ ⊂ S ′
ε である.さらに tF |S ′ = F , tF−1|S ′ = F−1であり,以下 tF

をF , tF−1をF−1とかくことにする.
A (Cn)を Cn上の整函数の全体とし, K を Cnのコンパクト部分集合とする. その
とき, K によって “carry” される解析汎函数の全体 A ′(K)は次のように定義される:

u∈ A ′(K)

⇐⇒def

(i) u : A (Cn) ∋ ϕ 7→ u(ϕ) ∈ C: 線形汎函数

(ii) ∀ω: K の複素近傍, ∃Cω ≥ 0 s.t.

|u(ϕ)| ≤Cω sup
z∈ω

|ϕ(z)| for ∀ϕ ∈ A (Cn).
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さらに A ′(Rn) :=
⋃

KbRn A ′(K), F0 :=
⋂

ε>0S ′
ε , E0 :=

⋂
ε>0S−ε とおく. そのとき,

A ′(Rn) ⊂ E0 ⊂ F0とみなせる.実際 u∈ A ′(Rn)に対して,

F [u](ξ ) = uz(e−iz·ξ )(∈ F [E0])

と定義することによって, A ′(Rn) ⊂ E0 とみなすことができる ( [4] の Lemma 1.1.2
参). ここで z· ξ = ∑n

j=1zjξ j ( z= (z1, · · · ,zn) ∈ Cn, ξ = (ξ1, · · · ,ξn) ∈ Rn)である. こ
こで定義したF0がC∞-distributionの枠組におけるS ′ の役割を担う.

1.2. 台・特異台と佐藤超函数

Rnの有界開集合 Xに対して, X上の佐藤超函数 ( hyperfunction)の全体をB(X)
で表し,

B(X) def= A ′(X)/A ′(∂X)

によって定義する. u∈ F0とし, xn+1 ∈ R\{0}に対して

H (u)(x,xn+1)
def= (sgnxn+1)exp[−|xn+1|⟨D⟩]u(x)/2(

= (sgnxn+1)F−1
ξ [exp[−|xn+1|⟨ξ ⟩]û(ξ )](x)/2 ∈ S ′(Rn)

)
と定義する. そのとき, (1−∆x,xn+1)H (u)(x,xn+1) = 0 ( xn+1 ̸= 0), H (u)(x,±ε) →
±u(x)/2 in F0 ( ε ↓ 0)である.さらに suppu ( ⊂ Rn)を

x0 /∈ suppu
def⇐⇒

∃V: (x0,0)の Rn+1における近傍, ∃U(x,xn+1): V で解析的 s.t.

H (u)(x,xn+1) = U(x,xn+1) if (x,xn+1) ∈V andxn+1 ̸= 0

によって定義する ( [4] 参).

注意. (i) K (⊂ Rn): コンパクト, u∈ F0のとき
u∈ A ′(K) ⇐⇒ u: 解析汎函数かつ suppu⊂ K

(ii) u∈ S ′ ( ⊂ F0)のとき suppuは distributionの意味での suppuと一致する.

定義 1.1. u∈ F0, x0 ∈ Rnとする.
(i) uが x0で解析的

⇐⇒def

H (u)が Rn× (0,∞)から (x0,0)の近傍へ解析接続される
(ii) sing suppu

def= {x∈ Rn; uが xで解析的でない }
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命題 1.2([4]の Theorem 1.3.3). Kを Rnのコンパクト集合, u∈F0とする.そのとき
∃v∈ A ′(K) s.t. supp(u−v) ⊂ Rn\K

さらに w∈ A ′(K)も上の性質を持てば supp(v−w) ⊂ ∂K である.

略証. U(x,xn+1) = H (u)(x,xn+1)とおく. φ(x,xn+1) ∈C∞(Rn+1\∂K×{0})を

φ(x,xn+1) =


0 if |(x,xn+1)| ≫ 1,

1 near(K \∂K)×{0},
0 near(Rn\K)×{0}

を満たすようにとる ( [1] 参). 1−∆x,xn+1 は楕円型であるので,
∃ f ∈C∞(Rn+1\∂K×{0}) s.t.

(1−∆x,xn+1) f = (1−∆x,xn+1)(φU) in Rn+1\∂K×{0}
ここで (1−∆x,xn+1)(φU)はRn×(R\{0})でしか定義されていないが, (1−∆x,xn+1)U =
0 in Rn × (R \ {0}) より, (Rn \ ∂K)×{0} に零として拡張した. Ṽ := φU − f ( ∈
C∞(Rn+1\K×{0}))とおいて, v: A (Cn) ∋ ϕ 7→ v(ϕ) ∈ Cを

v(ϕ) =
∫

Ṽ(1−∆x,xn+1)(χΦ)dxdxn+1

で定義すれば, 望む性質をもつことを示すことができる. ここで χ ∈ C∞
0 (Rn+1) は

χ = 1 nearK ×{0}を満たす函数, Φ ∈C∞(Rn+1)は Cauchy問題: (1−∆x,xn+1)Φ = 0,
Φ|xn+1=0 = 0, (∂Φ/∂xn+1)|xn+1=0 = ϕ の解である ( ϕ ∈ A (Cn)より１意解 Φが存在
する).

注意. u(ϕ) =
∫

U(1−∆x,xn+1)(χΦ)dxdxn+1である. ここで上の略証中の記号を用い

た.

Rnの有界開集合 X, Y ( Y ⊂ X)に対して,命題 1.2より制限写像

F0 ∋ u 7→ [v](=: u|X) ∈ B(X), B(X) ∋ u 7→ u|Y ∈ B(Y)

を定義できる.ここで u∈F0に対して, v∈A ′(X)を supp(u−v)⊂Rn\Xを満たすよ
うに選んだ. [v]はB(X)における vの同値類を表す. Rnの一般の開集合 Xに対して
は, B(X)をF0 (または A ′(Rn))の局所空間として定義する ( [4] の Definition 1.4.5
参). u∈ B(X)とする. X に含まれる有界開集合 Yに対して, v∈ A ′(Y) s.t. u|Y = v|Y
in B(Y)が存在する.そのとき, suppu及び sing suppuを

suppu∩Y = suppv∩Y, sing suppu∩Y = sing suppv∩Y,

によって定義することができる ( vの選び方によらない). X の各開部分集合 U に
B(U)を対応させてできる X 上の前層をBX で表す. そのときBX は脆弱層になる
(例えば [4] の Theorem 1.4.8参).
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1.3. 波面集合とマイクロ函数

波面集合の定義として何を採用するかということと,どのような超局所解析を
目指そうとしているのかが,密接に関係している.ここでは次の定義を採用する.

定義 1.3. (i) u∈ F0, (x0,ξ 0) ∈ T∗Rn\0 (≃ Rn× (Rn\{0}))とする.

(x0,ξ 0) /∈WFA(u)
⇐⇒def

∃Γ: ξ 0の錐近傍, ∃R0 > 0,∃{gR(ξ )}R≥R0 ⊂C∞(Rn) s.t.

gR(ξ ) = 1 in Γ∩{⟨ξ ⟩ ≥ R},

|∂ α+α̃
ξ gR(ξ )| ≤C|α̃ |(C/R)|α|⟨ξ ⟩−|α| if ⟨ξ ⟩ ≥ R|α|,

gR(D)u(= F−1[gR(ξ )û(ξ )]): analytic atx0 for R≥ R0

によって, (解析的)波面集合WFA(u)を定義する.
(ii) Xを Rnの開集合, u∈ B(X), (x0,ξ 0) ∈ T∗X \0とする.

(x0,ξ 0) /∈WFA(u)
⇐⇒def

∃U : x0の有界開近傍, ∃v∈ A ′(U) s.t.
v|U = u|U in B(U) & (x0,ξ 0) /∈WFA(v)

と定義する ( vの選び方に依らないことを示すことができる← [4]の Theorem 2.6.5).
(iii) U を余球面束 S∗Rn ( ≃ Rn×Sn−1)の開集合, U をU ⊂U ×Sn−1を満たす Rn

の開集合とし,

C (U ) def= B(Rn)/{u∈ B(Rn); WFA(u)∩U = /0}
(= B(U)/{u∈ B(U); WFA(u)∩U = /0})

によって, U 上のマイクロ函数のつくる空間 C (U )を定義する. sp:B(U)→ C (U ×
Sn−1)を自然な写像とし,制限写像と組み合わせて,

u|U := sp(u)|U in C (U ) for u∈ B(U),

v|U := sp(v|U)|U in C (U ) for v∈ F0

が定義される. Ωを S∗Rnの開集合とし, Ωの各開集合 V に C (V )を対応させてで
きる Ω上の前層を CΩ で表す.

注意. (i) WFA(u)は通常の定義と一致する ( [4] の Theorem 3.1.6参).
(ii) CΩ は脆弱層になる (例えば, [4]の Theorem 3.6.1参).
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2. 擬微分作用素

2.1. 定義 (1)

R≥ 1, A≥ 0, m1,m2,δ1,δ2 ∈ Rとし, a(ξ ,y,η) ∈C∞(Rn×Rn×Rn)が

|∂ α
ξ Dβ+β̃

y ∂ γ
ηa(ξ ,y,η)| ≤C|α|+|β̃ |+|γ|(A/R)|β |⟨ξ ⟩m1+|β |(2.1)

×⟨η⟩m2 exp[δ1⟨ξ ⟩+δ2⟨η⟩] if ⟨ξ ⟩ ≥ R|β |

を満たすと仮定する. ここで Dy = −i∂yである. そのとき,擬微分作用素 a(Dx,y,Dy)
を u∈ S∞ :=

⋂
ε Sε に対して

a(Dx,y,Dy)u(x) = (2π)−nF−1
ξ

[∫ (∫
e−iy·(ξ−η)a(ξ ,y,η)û(η)dη

)
dy

]
(x)

と定義する.さらに b(ξ ,y,η) = a(η ,y,ξ )とおいて, ra(Dx,y,Dy)を

ra(Dx,y,Dy)u = b(Dx,y,Dy)u for u∈ S∞

によって定義する.そのとき次の命題を得る.

命題 2.1 ([4] の Theorem 2.3.3). 条件

ε2−δ2 = 2(ε1 +δ1)+, ε1 +δ1 ≤ 1/R, R≥ 2e
√

nA

が満たされているとする. ここで c+ = max{c,0}である. そのとき a(Dx,y,Dy)は連
続線形作用素: Sε2 → Sε1 及び S ′

−ε2
→ S ′

−ε1
に拡張される. 同様に ra(Dx,y,Dy)は

連続線形作用素: S−ε1 → S−ε2 及びS ′
ε1
→ S ′

ε2
に拡張される.

略証. a(Dx,y,Dy): Sε2 →Sε1と連続拡張できることを示そう.そのために |(2π)n⟨ξ ⟩k

×Dα
ξ {eε1⟨ξ ⟩F [a(Dx,y,Dy)u(x)](ξ )}| ( k ∈ Z+, α ∈ (Z+)n)を評価すればよい. 簡単の

ために k = 0, α = 0, ε1 = 0 の場合を考える. ξ ∈ Rn を１つ固定して j ∈ Z+ を
j < ⟨ξ ⟩/R≤ j +1なるように選んで,

(2π)nF [a(Dx,y,Dy)u(x)](ξ )

=
∫
⟨η⟩≥|ξ |/2

e−iy·(ξ−η)⟨y⟩−2M⟨Dη⟩2M{a(ξ ,y,η)û(η)}dηdy

+
∫
⟨η⟩≤|ξ |/2

e−iy·(ξ−η)K j [⟨y⟩−2M⟨Dη⟩2M{a(ξ ,y,η)û(η)}]dηdy

と書ける.ここで M ≥ [n/2]+1,

K = |ξ −η |−2
n

∑
ℓ=1

(ξℓ−ηℓ)Dyℓ

である.後は (2.1)を用いて評価すればよい.
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定義 2.2. Γを Rn× (Rn\{0})の開錐集合, A,C0,R0 ≥ 0, m,δ ,mj ,δ j ∈ R ( j = 1,2)と
する. ここで Γが錐集合であるとは, “(x,ξ ) ∈ Γかつ λ > 0ならば (x,λξ ) ∈ Γ” を意
味する.

(i) R0 ≥ 1とする. a(x,ξ ) ∈C∞(Rn×Rn)に対して,

a(x,ξ ) ∈ Sm,δ (R0,A)
⇐⇒def

|a(α+α̃)
(β+β̃ )

(x,ξ )| ≤C|α̃ |+|β̃ |(A/R0)|α|+|β |⟨ξ ⟩m+|β |−|α̃|eδ ⟨ξ ⟩ if ⟨ξ ⟩ ≥ R0(|α|+ |β |)

と定義する. ここで a(α)
(β )(x,ξ ) = ∂ α

ξ Dβ
x a(x,ξ ) である. さらに S+(R0,A) :=

⋂
δ>0S0,δ

(R0,A)と定義する.
(ii) R0 ≥ 1とする. a(ξ ,y,η) ∈C∞(Rn×Rn×Rn)に対して,

a(ξ ,y,η) ∈ Sm1,m2,δ1,δ2(R0,A)
⇐⇒def

|∂ α+α̃
ξ Dβ 1+β 2+β̃

y ∂ γ+γ̃
η a(ξ ,y,η)| ≤C|α̃|+|β̃ |+|γ̃|(A/R0)|α|+|β 1|+|β 2|+|γ|

×⟨ξ ⟩m1+|β 1|−|α̃|⟨η⟩m2+|β 2|−|γ̃|exp[δ1⟨ξ ⟩+δ2⟨η⟩]
if ⟨ξ ⟩ ≥ R0(|α|+ |β 1|) and⟨η⟩ ≥ R0(|β 2|+ |γ|)

と定義する.さらに S+,+(R0,A) :=
⋂

δ>0S0,0,δ ,δ (R0,A)と定義する. (混同の恐れがな
いときは), S+,+(R0,A)を S+(R0,A)と略記する.

(iii) a(x,ξ ) ∈C∞(Γ)とする.

a(x,ξ ) ∈ PSm,δ (Γ;R0,A): 擬解析的シンボル
⇐⇒def

|a(α+α̃)
(β ) (x,ξ )| ≤C|α̃ |A

|α|+|β ||α|!|β |!⟨ξ ⟩m−|α|−|α̃|eδ ⟨ξ ⟩

if (x,ξ ) ∈ Γ, |ξ | ≥ 1, ⟨ξ ⟩ ≥ R0|α|
と定義する ( [3] 参).さらに PS+(Γ;R0,A) :=

⋂
δ>0PS0,δ (Γ;R0,A)と定義する.

(iv) a j(x,ξ ) ∈C∞(Γ) ( j ∈ Z+)とする.

a(x,ξ ) ≡ ∑∞
j=0a j(x,ξ ) ∈ FSm,δ (Γ;C0,A)

⇐⇒def

|a(α)
j(β )(x,ξ )| ≤CCj

0A|α|+|β | j!|α|!|β |!⟨ξ ⟩m− j−|α|eδ ⟨ξ ⟩ if j ∈Z+, (x,ξ )∈Γ, |ξ | ≥ 1

と定義し, FS+(Γ;C0,A) :=
⋂

δ>0FS0,δ (Γ;C0,A)と記す.

注意. Γ0 b Γ を満たす開錐集合 Γ に対して, a(x,ξ ) ∈ S0,0(R0,A) かつ suppa ⊂ Γ,
a(x,ξ ) = 1 for (x,ξ ) ∈ Γ0 with |ξ | ≥ R0 を満たすシンボルを構成できる. 同様に
a(ξ ,y,η) ∈ S0,0,0,0(R0,A) かつ suppa ⊂ Rn×Γ, a(ξ ,y,η) = 1 for (ξ ,y,η) ∈ Rn×Γ0

with |η | ≥ R0を満たすシンボルも構成できる.
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2.2. シンボル・カルキュラス

mj ,δ j ∈ R ( j = 1,2,3)とし, ε > 0とする. シンボル a(ξ ,w,ζ ,y,η) ∈ C∞(Rn×
Rn×Rn×Rn×Rn)が評価

|∂ α+α̃
ξ Dβ 1+β 2+β̃

w ∂ γ+γ̃
ζ Dλ 1+λ 2+λ̃

y ∂ ρ+ρ̃
η a(ξ ,w,ζ ,y,η)|

≤C|α̃|+|β̃ |+|γ̃|+|λ̃ |+|ρ̃|(A/R0)|α|+|β 1|+|β 2|+|γ|+|λ 1|+|λ 2|+|ρ|⟨ξ ⟩m1−|α̃|+|β 1|

×⟨ζ ⟩m2−|γ̃|+|β 2|+|λ 1|⟨η⟩m3−|ρ̃|+|λ 2|exp[δ1⟨ξ ⟩+δ2⟨ζ ⟩+δ3⟨η⟩]
if ⟨ξ ⟩ ≥ R0(|α|+ |β 1|), ⟨ζ ⟩ ≥ R0(|γ|+ |β 2|+ |λ 1|), ⟨η⟩ ≥ R0(|ρ|+ |λ 2|),

|∂ α+α̃
ξ Dβ 1+β 2+β̃

w ∂ γ+γ̃
ζ Dλ

y ∂ ρ+ρ̃
η a(ξ ,w,ζ ,y,η)|

≤C|α̃|+|β̃ |+|γ̃|+|ρ̃|(A/R0)|α|+|β 1|+|β 2|+|γ|+|ρ|B|λ ||λ |!⟨ξ ⟩m1−|α̃ |+|β 1|

×⟨ζ ⟩m2−|γ̃|+|β 2|⟨η⟩m3−|ρ̃|exp[δ1⟨ξ ⟩+δ2⟨ζ ⟩+δ3⟨η⟩]
if |w−y| ≤ ε, |ζ −η | ≤ ε|η |, ⟨ξ ⟩ ≥ R0(|α|+ |β 1|),

⟨ζ ⟩ ≥ R0(|γ|+ |β 2|), ⟨η⟩ ≥ R0|ρ|

を満たすと仮定する. そのとき u∈ S∞ に対して, R0 ≫ 1かつ δ2 ≤ 1/(3R0)ならば,
a(Dx,w,Dw,y,Dy)uを

a(Dx,w,Dw,y,Dy)u(x) :=F−1
ξ

[
lim
ν↓0

(2π)−2n
∫ (∫ (∫ (∫

e−ν |ζ |2eiw·(ζ−ξ )+iy·(η−ζ )

×a(ξ ,w,ζ ,y,η)û(η)dη
)

dy
)

dζ
)

dw
]
(x)

によって定義できる ( [4] の Lemma 2.4.1参).

命題 2.3. R0 ≥ 8nABのとき, A′ > 0を適当にとって

p(ξ ,y,η) =
∞

∑
j=0

φ4R0
j (η) ∑

|γ|= j

1
γ !

∂ γ
ζ Dγ

wa(ξ ,y,η +ζ ,y+w,η)|w=0,ζ=0

∈ Sm1,m2+m3,δ1,δ2+δ3(6R0,A
′)

であり, シンボル q0(ξ ,y,η) 及び R(A) > 0が存在して, R0 ≥ R(A), δ2,δ3 ≤ 1/R0 な
らば

a(Dx,w,Dw,y,Dy) = p(Dx,y,Dy)+q0(Dx,y,Dy) onS∞

と表せる. ここで, q0(ξ ,y,η) は 各 κ > 0 に対して R(A,κ) > 0 が存在して, R0 ≥
R(A,κ)ならば

|∂ α
ξ Dβ+β̃

y ∂ γ
ηq0(ξ ,y,η)| ≤C|α |+|β̃ |+|γ|,R0

(C/κ +A′′/R0)|β |

×⟨ξ ⟩m1−|α|+|β |⟨η⟩|m2|+m3 exp[δ1⟨ξ ⟩−κ⟨η⟩/R0]
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if ⟨ξ ⟩ ≥ R0|β |, max{4(δ2)+ +δ3,4δ2 +2|δ2|+2δ3} ≤ κ/R0

を満たすシンボルであり, C, A′′は κ , R0に依存しない正数である.また {φR
j (ξ )} j∈Z+

⊂C∞(Rn)は 0≤ φR
j ≤ 1, φR

j (ξ ) =

{
0 ( ⟨ξ ⟩ ≤ 2R j),

1 ( ⟨ξ ⟩ ≥ 3R j),

|∂ α+β
ξ φR

j (ξ )| ≤ Ĉ|β |(Ĉ/R)|α |⟨ξ ⟩−|β | ( |α| ≤ 2 j)

を満たす函数列である.

注意. 命題 2.1より, 例えば δ1 = δ2 = δ3 = 0 のとき, R0 ≫ 1 ならば q0(Dx,y,Dy)
(F0) ⊂

⋃
ε>0S ′

−ε ⊂ A (Rn)が従う.ここで Rnの開集合 Xに対して A (X)によって
X上の実解析函数の全体を表した.

命題 2.4 ([4] の Corollary 2.4.7). a(ξ ,y,η) ∈ Sm1,m2,δ1,δ2(R0,A) とする. そのとき,次
を満たす p0(x,ξ ) ∈ Sm1+m2,δ1+|δ2|/2+δ2(4R0,A′), q0(x,ξ ) 及び R(A) > 0 が存在する:
R0 ≥ R(A), 6|δ1|+2|δ2| ≤ 1/R0ならば

a(Dx,y,Dy) = p0(x,D)+q0(x,D) onS∞,

|q(α)
0(β )(x,ξ )| ≤C|α|,R0

(4R0 +1)|β ||β |!exp[−⟨ξ ⟩/(2R0)].

ここで A′ は R0に依存しない正数である. さらに T∗Rn\0の開錐集合 Γ及び ε > 0
に対して

|∂ α+α̃
ξ Dβ

y ∂ γ+γ̃
η a(ξ ,y,η)| ≤C|α̃|+|γ̃|(A/R0)|α |+|γ|B|β ||β |!

×⟨ξ ⟩m1−|α̃|⟨η⟩m2−|γ̃|exp[δ1⟨ξ ⟩+δ2⟨η⟩]
if ∃x s.t. (x,η) ∈ Γ, |x−y| ≤ ε; |ξ −η | ≤ ε|η |, ⟨ξ ⟩ ≥ R0|α|, ⟨η⟩ ≥ R0|γ|

が成立するならば,

|p(α)
0(β )(x,ξ )− p(α)

(β )(x,ξ )| ≤C|α|(R0 +1)|β ||β |!exp[−⟨ξ ⟩/R0]

if (x,ξ ) ∈ Γ, R0 ≥ R(A,B,ε), 3|δ1|+2|δ2| ≤ 1/R0

である.ここで

p(x,ξ ) =
∞

∑
j=0

φ4R0
j (ξ ) ∑

|γ|= j

1
γ !

∂ γ
ηDγ

ya(ξ +η ,x+y,ξ )|y=0,η=0

である.

上に述べた２つの命題の証明は, C∞-distributionの枠組での対応する結果の証明と
本質的には同じであり,微分の評価等を精密に計算すればよい.
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2.3. 擬局所性

次の命題は C∞-distributionの枠組では明らかであるが,ここで採用した suppu
の定義の下ではそれ程自明ではない.

命題 2.5 ([4] の Corollary 2.6.2). a(x,ξ ) ∈C∞(Rn×Rn)が

|a(α)
(β+β̃ )

(x,ξ )| ≤C|α |+|β̃ |,δ (A/R0)|β |⟨ξ ⟩|β |eδ ⟨ξ ⟩ if δ > 0, ⟨ξ ⟩ ≥ R0|β |

を満たすとする.そのとき R0 ≥ 8e
√

nAならば, a(x,D): F0 → F0かつ

suppa(x,D)u⊂ {x∈ Rn; (x,ξ ) ∈ suppa for someξ} ( u∈ F0)

である.

次に擬局所性に関するいくつかの結果を与える.

定理 2.6. Γを開錐集合, a(ξ ,y,η) ∈ S+(R0,A)とし,ある ε > 0に対して

a(ξ ,y,η) = 0 if (y,η) ∈ Γε , |ξ/|ξ |−η/|η || ≤ ε/4, ⟨ξ ⟩ ≥ R0

を満たすとする. ここで Γε := {(x,ξ ); ξ ̸= 0, |(x,ξ/|ξ |)− (y,η/|η |)| < ε for some
(y,η) ∈ Γ}である.そのとき, R(ε) > 0が存在して R0 ≥ R(ε)Aならば,

WFA(a(Dx,y,Dy)u)∩Γ = /0 for u∈ F0

である.

定理 2.7 (擬局所性, [5] の Lemma 2.2). a(ξ ,y,η) ∈ S+(R0,A), Γ, Γ1 を開錐集合で
Γ1 b Γを満たすものとする.そのとき R(Γ1,Γ) > 0が存在して

WFA(a(Dx,y,Dy)u)∩Γ1 = /0 if u∈ F0, WFA(u)∩Γ = /0, R0 ≥ R(Γ1,Γ)A

が成立する.

命題 2.8 ([5] の Lemma 2.9). Γを開錐集合で Γ b T∗Rn \0を満たすものとし,シン
ボル a(ξ ,y,η)が suppa⊂ Rn×Γかつ

|∂ α
ξ Dβ+β̃

y ∂ γ+γ̃
η a(ξ ,y,η)| ≤C|α|+|β̃ |+|γ̃|(A/R)|β |+|γ|⟨ξ ⟩m1−|α |+|β |

×⟨η⟩m2−|γ̃|exp[δ1⟨ξ ⟩+δ2⟨η⟩] if ⟨ξ ⟩ ≥ R0|β |, ⟨η⟩ ≥ R0|γ|

を満たすと仮定する. ε > 0とし, u∈ F0がWFA(u)∩Γε = /0満たすものとする.その
とき,正数R(ε), δ (ε,u), δ j(ε,u) ( j = 1,2)が存在して

a(Dx,y,Dy)u∈ Sδ if R0 ≥ R(ε)A, 2δ1 + |δ2| < 1/R0,

δ j ≤ δ j(ε,u) ( j = 1,2), δ < min{1/(2R0),δ (ε,u)}

が成立する.

10



2.4. 定義 (2)

a(x,ξ )∈PS+(Γ;R0,A)とする.開錐集合 Γ j ( j = 1,2)が Γ0 b Γ1 b Γ2 b Γを満た
すものとする. ΦR(ξ ,y,η)∈S0,0,0,0(R,C(Γ1,Γ2))を suppΦR⊂Rn×Γ2, ΦR(ξ ,y,η) = 1
for (ξ ,y,η) ∈ Rn×Γ1 with ⟨η⟩ ≥ Rを満たすように選び, aR(ξ ,y,η) = ΦR(ξ ,y,η)a(y,
η)とおく. Γ0

j := Γ∩ (Rn×Sn−1)等と書くことにする. u∈ C (Γ0
0)に対して,定義より

v|Γ0
0
= uなる v∈ F0が存在する.そのとき

a(x,D)u def= (aR(Dx,y,Dy)v)|Γ0
0

in C (Γ0
0) if R≥ R(A,Γ0,Γ1,Γ2)

によって, a(x,D): C (Γ0
0) → C (Γ0

0) が定義される ( ΦR 及び vの選び方に依存しな
い). そのとき定理 2.7より, 層準同型 a(x,D): CΓ0 → CΓ0 が定義される. a(x,ξ ) ≡
∑∞

j=0a j(x,ξ ) ∈ FS+(Γ;C0,A)のとき,

ã(x,ξ ) :=
∞

∑
j=0

φR/2
j (ξ )a j(x,ξ ) ∈ PS+(Γ;R,A′) if R> C0

であり,
a(x,D)u def= ã(x,D)u for u∈ C (Γ0)

によって, a(x,D): C (Γ0
0) → C (Γ0

0)を定義できる ( {φR
j }の取り方に依存しない). ま

た層準同型 a(x,D): CΓ0 → CΓ0 が定義される. U , X を Rnの開集合で U b X を満た
すものとする. a(x,ξ ) ∈ PS+(X× (Rn \ {0});R0,A) ( or ∈ FS+(X× (Rn \ {0});C0,A))
のとき,同様に a(x,D): B(U)/A (U) → B(U)/A (U), B(U) → B(U)/A (U)及び層
準同型 a(x,D): BX/AX → BX/AX, BX → BX/AX を定義できる. ここで, AX は X

上の実解析函数の層を表す.また同様に Fourier積分作用素を定義することができる
( [4] の第２,３章参).

3. microhyperbolic作用素
この節では,古典的超局所解析の応用として, microhyperbolic作用素に対する

柏原-河合 [2] の結果の略証を与える.他のいくつかの応用については, [4]の第４,５
章において述べられている.

Ω を T∗Rn \ 0 の開錐集合とし, m∈ R, p(x,ξ ) ≡ ∑∞
j=0 pm− j(x,ξ ) ∈ FSm,0(Ω;C0,

A)とする. pm(x,ξ )は ξ についてm次正斉次であると仮定する. z0 = (x0,ξ 0) ∈ Ω0 ≡
Ω∩Rn×Sn−1, ϑ ∈ Tz0Ω ( ≃ R2n)とする.そのとき

p(x,ξ )は z0で ϑ に関して microhyperbolic
⇐⇒def

∃U (⊂ Ω): z0の近傍, ∃t0 > 0 s.t. pm(z− itϑ) ̸= 0 for z∈ U , 0< t ≤ t0
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と定義する.以下,次の仮定をおく:

仮定. p(x,ξ )は z0で ϑ に関してmicrohyperbolicである.

localization多項式 pmz0(X) ( ̸≡ 0 in X ∈ R2n)を

pm(z0 + tX) = tµ(pmz0(X)+o(1)) ( t → 0)

によって定義する.そのとき pmz0(X)は ϑ に関して双曲型,すなわち

pm,z0(X− iϑ) ̸= 0 for X ∈ R2n

を満たす.

Γ(pmz0,ϑ) def= “{X ∈ R2n; pmz0(X) ̸= 0}の ϑ を含む連結成分”

と定義する.

命題 3.1 ([4] の Proposition 4.3.3). (i) ϑ̃ ∈ Γ(pmz0,ϑ)ならば, p(x,ξ )は z0で ϑ̃ に関
しても microhyperbolicである.

(ii) ∀M (⊂ Γ(pmz0,ϑ): コンパクト, ∃U (⊂ Ω): z0の近傍, ∃t0 > 0,∃c0 > 0 s.t.

|pm(z− itX)| ≥ c0t
µ for z∈ U , X ∈ M, 0≤ t ≤ t0

定理 3.2(柏原-河合). ϕ(x,ξ )∈C2(Ω)は実数値かつ ξ について 0次正斉次でϕ(z0)= 0
を満たすものとする.さらに

Hϕ(z0) ≡ (∇ξ ϕ(z0),−∇xϕ(z0)) = −ϑ

と仮定する.そのとき,

u∈ C (Ω0), z0 /∈ suppp(x,D)u,
∃U ( ⊂ Ω0): z0の近傍 s.t. suppu∩{z∈ U ; ϕ(z) < 0} = /0

=⇒
z0 /∈ suppu

が成り立つ.

略証.定理 3.2の証明のアイデアのみを与える. ϑ ̸= 0と仮定してよい. U をΩ0にお
ける z0の近傍として, u∈ C (Ω0)が z0 /∈ suppp(x,D)u, suppu∩{z∈U ; ϕ(z) < 0}= /0
を満たすとする. Γ j ≡Xj ×γ j ( 0≤ j ≤ 5), Γを開錐集合で z0 ∈ Γ j+1 b Γ j , Γ0 b Γ b Ω,
Γ0

1 ⊂ U を満たすものとする. ΦR(ξ ,y,η) ∈ S0,0,0,0(R,C(Γ0,Γ))を

suppΦR ⊂ Rn×Γ, ΦR(ξ ,y,η) = 1 if (y,η) ∈ Γ0, ⟨η⟩ ≥ R

を満たすように選ぶ.以下これを Γ0 ⊂ ΦR ⊂ Γと記すことにする.

p̃(x,ξ ) :=
∞

∑
j=0

φR/2
j (ξ )pm− j(x,ξ ), pR(ξ ,y,η) := ΦR(ξ ,y,η)p̃(y,η)
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とおく. 定義より v|Γ0
1

= u|Γ0
1

in C (Γ0
1) を満たす v ∈ A ′(X1) が存在する. f :=

pR(Dx,y,Dy)vとおいて,

WFA( f )∩Γ1 = /0, WFA(v)∩Γ1 ⊂ {z∈ Γ1; ϕ(z) ≥ 0}

としてよい. κ > 0に対して

Φκ(x,ξ ) :=(x−x0) ·∇xϕ(z0)+(ξ/|ξ |−ξ 0) ·∇ξ ϕ(z0)

+κ(|x−x0|2 + |ξ/|ξ |−ξ 0|2),
Λ j(x,ξ ) :=(Φκ(x,ξ )−1/ j)|ξ | ( j ∈ N)

とおく.シンボル ϕR(ξ ,y,η)を Γ3 b ϕR b Γ2を満たすようにとる (定義は明らかで
あろう).そのとき命題 2.8より, δ > 0が存在して R≫ 1ならば

(3.1) ϕR(Dx,y,Dy)pR(Dx,y,Dy)v = ϕR(Dx,y,Dy) f =: g∈ Sδ

となる.故に

Γ2

Γ3

z0 ϕ > 0

ϕ < 0

suppq

Φκ = 1/ j
Φκ = 0

図 1: (y,η)-空間

(3.2) pR(Dx,y,Dy)ϕR(Dx,y,Dy)v = [pR,ϕR]v+g

ここで [pR,ϕR] = pRϕR−ϕRpR∼ q(Dx,y,Dy). j ≫ 1のとき図 1を得る. ϕR b ψ1,R b
ψ2,R b ψ3,R b Γ1を満たすようにシンボル ψk,R(ξ ,y,η)を選ぶ. ここで例えば ϕR b
ψ1,Rは,開錐集合 Γ̃3 ⊂ Γ̃2 ⊂ Γ̃1が存在して Γ̃3 ⊂ ϕR b Γ̃2, Γ̃2 b ψ1,R ⊂ Γ̃1を意味す
るものとする.シンボル・カリキュラスより,楕円型シンボル eR(ξ ,y,η)で
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(3.3) (Op(exp[tΛ j(y,ξ )]ψ2,R(η ,y,ξ ))Op(exp[−tΛ j(y,η)]ψ3,R(ξ ,y,η))

×eR(Dx,y,Dy)−1)ϕR(Dx,y,Dy) : regularizer

を満たすものが存在する.ここで Op(a(ξ ,y,η)) = a(Dx,y,Dy)である.

pR
tΛ j

(Dx,y,Dy) :=Op(exp[−tΛ j(y,η)]ψ1,R(ξ ,y,η))pR(Dx,y,Dy)

×Op(exp[tΛ j(y,ξ )]ψ2,R(η ,y,ξ ))

とおいて,図 1に注意して, (3.1)–(3.3)より, δ に対して t > 0を十分小にとって

(3.4) pR
tΛ j

(Dx,y,Dy)w = g′ ∈ L2

を得る.ここで

w := Op(exp[−tΛ j(y,η)]ψ3,R(ξ ,y,η))eR(Dx,y,Dy)ϕR(Dx,y,Dy)v

である. Fourier積分作用素に対するカリキュラスにより

pR
tΛ j

(Dx,y,Dy) = p(x,D; tΛ j) in Γ4,(3.5)

p(x,D; tΛ j) = pm(x+ it (∇ξ ϕ(z0)+O(|x−x0|+ |ξ/|ξ |−ξ 0|+1/ j + t)),

ξ − it (∇xϕ(z0)|ξ |+O(|x−x0| |ξ |+ t|ξ |)))(1+O(t))+O(|ξ |m−1)

を示すことができる. microhyperbolicの仮定より, ∃t0 > 0,∃c(t) > 0 ( 0< t ≤ t0), ∃ j0
s.t.

(3.6) |p(x,ξ ; tΛ j)| ≥ c(t)|ξ |m if j ≥ j0, (x,ξ ) ∈ Γ5, |ξ | ≥ 1, 0< t ≤ t0

が従う. 実際はもう少し厳密な議論を要するが, (3.4)–(3.6)よりw∈ Hm nearz0を示
すことができる. また (3.3)より ϕR(Dx,y,Dy)v−Op(exp[tΛ j(y,ξ )]ψ2,R(η ,y,ξ ))wは
解析的である. Λ j(x,ξ ) ≤−|ξ |/(2 j) nearz0より, z0 /∈WFA(v)を得る.

次を仮定する:

仮定. ϑ : Ω ∋ z 7→ ϑ(z) ∈ TzΩを連続なベクトル場とし, pmが各 z∈ Ωにおいてϑ(z)
に関して microhyperbolicである.

このとき, z0 ∈ Ωに対して Lipschitz連続な曲線 {z(s)}±s∈[0,a±) ( ⊂ Ω)がそれぞれ
( ϑ に関して)正方向 ( +に対応),負方向 ( −に対応)に z0からでる pの一般化され
た半陪特性帯である ( generalized semi-bicharacteristics)とは,

(d/ds)z(s) ∈ Γ(pmz(s),ϑ(z(s))σ ∩{X ∈ R2n; |X| = 1}
for a.e. swith ±s∈ [0,a±),

z(0) = z0

14



を満たすときをいう. ここで a± > 0かつ σ はシンプレクティック形式を表す. すな
わち X = (δx,δξ ),Y = (δy,δη) ∈ TzΩ ( ≃ R2n)に対して σ(X,Y) = δy ·δξ −δx ·δη
である. z∈ Ω, Γ ⊂ TzΩに対して,

Γσ := {X ∈ TzΩ; σ(X,Y) ≥ 0 for ∀Y ∈ Γ}

と定義する.そのとき,定理 3.2より次の定理が得られる.

定理 3.3 ([4] の Theorem 4.3.8). u∈ C (Ω0), p(x,D)u = 0 in C (Ω0), z0 ∈ suppuとす
る.そのとき, a∈ (−∞,0)∪{−∞}と負の方向に z0からでる pの一般化された半陪特
性帯 {z(s)}s∈(a,0] ( ⊂ Ω)が存在して

(x(s),ξ (s)/|ξ (s)|) ∈ suppu for s∈ (a,0],

lim
s→a+0

z(s) ∈ ∂Ω if a > −∞

を満たす.ここで曲線のパラメータ sは,半陪特性帯に沿っての z0から z(s)まで測っ
た長さが −sとなるようにとられている.また z(s) = (x(s),ξ (s))と表した.
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