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29 t = sinx+ cosxとするとき，次の問いに答えよ。

(1) − π
2

< x < π
2
のとき，tのとりうる値の範囲を求めよ。

(2) sin 2xを tの式で表せ。

(3) 関数 y = sin 2x+ a (sinx+ cosx) + 5
2

(
− π

2
< x < π

2

)
の最小値が 0であるとき，定数 a

の値を求めよ。 〔岩手〕

(1) 三角関数の合成を用いて ◀ sin θ + cos θ の合成は定番

t =
√
2 sin

(
x+ π

4

)
とでき

− π
2

< x < π
2
のとき π

4
− π

2
< x+ π

4
< π

4
+ π

2
◀ 対象の角の範囲を示す（重要）
入試では，「任意の角」でなく制限
がつくことが多い

− 1√
2

< sin
(
x+ π

4

)
< 1 から −1 < t <

√
2

(2) 条件式の両辺を平方して ◀ 加法定理（倍角の公式）から
sin 2x = 2 sinx cosx

右辺は (sinx+ cosx)2 を展開し
たときに出現する

t2 = (sinx+ cosx)
2
= 1 + 2 sinx cosx = 1 + sin 2x

したがって sin 2x = t2 − 1

(3) (2)の結果を用いると

y = t2 − 1 + at+ 5
2

= t2 + at+ 3
2

=
(
t+ a

2

)2

− a2

4
+ 3

2
· · · 1⃝ ◀ t についての 2 次式の最大値を考え

るのだから平方完成する。
(1)の結果の範囲で考えて

• − a
2

< −1すなわち a > 2のとき ◀ 定義域に制限がある 2 次式の最大
値（最小値）の定番t = −1で最小値をとり

1− a+ 3
2

= 0 を解いて a = 5
2

これは a > 2を満たす。

• −1 < − a
2

<
√
2 すなわち −2

√
2 < a < 2のとき

t = − a
2
で最小値をとり

− a2

4
+ 3

2
= 0 を解いて a2 = 6

−2
√
2 < a < 2から a = −

√
6

•
√
2 < − a

2
すなわち a < −2

√
2 のとき

t =
√
2 で最小値をとり

2 +
√
2 a+ 3

2
= 0 を解いて a = − 7

√
2

4

これは a < 2
√
2 を満たさない。



2023年度（数学 A II·B）記述対策
したがって求める値は a = 5

2
, −

√
6
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30 三角形 ABCは AB = 6，BC = 10，CA = 9を満たすとする。角 BACの 2等分線と辺 BCの

交点を Dとするとき，以下の問いに答えなさい。

(1)
#     »

AB =
#»

b，
#     »

AC =
#»

c を用いて，
#      »

AD を表しなさい。

(2) 内積
#»

b ·
#»

c を求めなさい。

(3) 三角形 ABCの内心を Iとする。
#     »

AB =
#»

b，
#     »

AC =
#»

c を用いて，
#   »

AI を表しなさい。

(4)
∣∣ #   »

AI
∣∣を求めなさい。 〔福島〕

(1) 角の二等分線の性質から BD :DE = AB :AC = 6 : 9 = 2 : 3 ◀ 角の二等分線の性質および分点の
位置ベクトルDは線分 BCを 2 : 3に内分する点なので

#      »

AD = 3
#     »

AB + 2
#     »

AC
2 + 3

=
3

#»

b + 2
#»

c
5

(2) BC = 10から
#»

c −
#»

b = 10であり ◀ 内積は大きさの平方を計算すると
出現する#»

c −
#»

b
2
= 10

2∣∣ #»

c
∣∣2 − 2

#»

c ·
#»

b +
∣∣ #»

b
∣∣2 = 100

81− 2
#»

b ·
#»

c + 36 = 100

したがって
#»

b ·
#»

c = 17
2

〔別解〕 ◀ 三角形の 3 辺の長さが与えられれ
ば，（すべての頂角の）余弦を計算で
きる余弦定理より cos∠BAC =

6
2
+ 9

2 − 10
2

2·6·9 = 17
2·6·9 から

#»

b ·
#»

c = AB·ACcos∠BAC = 6·9· 17
2·6·9 = 17

2

(3) (1)から BD = 2
2 + 3

BC = 4であり，BIは ∠ABCの二等分線 ◀ 内心は，3 つの頂角の二等分線の
交点になっているので

AI : ID = BA :BD = 6 : 4 = 3 : 2 となり

#   »

AI = 3
5

#      »

AD =
9

#»

b + 6
#»

c
25

(4) ∣∣ #      »

AD
∣∣2 = 3

#»

b + 2
#»

c
5

2

= 1
25

3
#»

b + 2
#»

c
2

= 1
25

{
9
∣∣ #»

b
∣∣2 + 12

#»

b ·
#»

c + 4
∣∣ #»

c
∣∣2}

= 1
25

(324 + 102 + 324)

= 30∣∣ #      »

AD
∣∣ > 0から

∣∣ #      »

AD
∣∣ = √

30 となり∣∣ #   »

AI
∣∣ = 3

5

∣∣ #      »

AD
∣∣ = 3

√
30
5

〔別解〕
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角の二等分線の長さの公式から

AD2 = AB×AC− BD× CD = 6× 9− 4× 6 = 30 ◀ 角の二等分線の長さの公式
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31

(1) x2 − 2x+ 4 = 0の 2つの解を α，β とする。α4 + β4 の値を求めよ。

(2) x2022 を x2 − 2x+ 4で割った余りを求めよ。 〔鳥取〕

(1) 解と係数の関係から α+ β = 2，αβ = 4である。

α2 + β2 = (α+ β)
2 − 2αβ = 2

2 − 2·4 = −4

α4 + β4 = (α2 + β2)
2 − 2α2β2 ◀ αn + βn については，漸化式

αn+2 + βn+2

= (α+ β) (αn+1 + βn+1)
−αβ (αn + βn)

が有効になることもある。

= (α2 + β2)
2 − 2·(αβ)2

= (−4)
2 − 2·42

= 16− 32

= −16

〔別解〕

αは x2 − 2x+ 4 = 0の解なので α2 − 2α+ 4 = 0

α2 = 2α− 4 両辺に αn をかけて

αn+2 = 2αn+1 − 4αn · · · 1⃝

同様に

βn+2 = 2βn+1 − 4βn · · · 2⃝

1⃝+ 2⃝から

αn+2 + βn+2 = 2 (αn+1 + βn+1)− 4 (αn + βn)

αn + βn = Sn とすることで

Sn+2 = 2Sn+1 − 4Sn· · · [⃝ を得る。

初期条件 S1 = α+ β = 2，S2 = α2 + β2 = −4を準備することで

S3 = 2S2 − 4S1 = 2· (−4)− 4·2 = −16

S4 = 2S3 − 4S2 = 2· (−16)− 4· (−4) = −16 ◀ 求めるものは α4 + β4 = S4

(2) (x+ 2)(x2 − 2x+ 4) = 0 から α は x3 + 8 = 0の虚数解の 1つ

である。

したがって α3 = −8 · · · 3⃝，また改めて α2 − 2α+ 4 = 0 · · · 4⃝
x2022 を x2 − 2x + 4 で割り算したときの商を Q(x)，余りを

ax+ b（a，bは実数の定数）とすると ◀（余りの次数）<（割る式の次数）

x2022 = (x2 − 2x+ 4)Q(x) + ax+ b · · · 5⃝ とでき

3⃝は恒等式であり， 3⃝に x = αを代入すると

α2022 = (α2 − 2α+ 4)Q(α) + aα+ b

(α3)
674

= 0·Q(α) + aα+ b ( ∵ 1⃝, 2⃝)

8
674

= aα+ b ◀ 複素数の相等
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αが虚数，a，bは実数から ( a , b ) =

(
0 , 8

674 )に限る。 ◀ 厳密な証明は背理法
したがって，求める余りは 8

674
= 2

2022
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32 m2 −mn− 2n2 = 22を満たす自然数の組 (m, n )をすべて求めよ。 〔愛媛〕

条件式は ◀ 自然数の積で表し，必要条件を求
め，後は総当たりで十分条件を調
べる。(m+ n)(m− 2n) = 22 とでき

m，nが自然数より m+ n > m− 2m かつ m+ n > 2から

(m+ n , m− 2n ) = ( 22 , 1 ) , ( 11 , 2 ) に限る。

このときいずれも m，nは自然数を満たし

(m, n ) = ( 15 , 7 ) , ( 8 , 3 )


