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1 a，b を実数とする。曲線 y = ax2 + bx + 1 が x 軸の正の部分と共有点をもたないような点

( a , b )の領域を図示せよ。

a2 + bx+ 1 = f(x)とする。

曲線 y = f(x)が x軸の正の部分と共有点をもたないことを，条件

（[）とする。

また，a \= 0のとき，放物線 y = f(x)の軸の方程式は x = − b
2a
，

そして f(x) = a
(
x+ b

2a

)2

+ −b2 + 4a
4a

を用いると

• a = 0のとき ◀ 問題文に「2 次関数」，「放物線」と
あれば無条件で a \= 0 を示す。
本問の場合は「曲線」は「直線」

を含むので注意する

◦ b ≧ 0のとき f(0) = 1 > 0から（[）を満たす。

◦ b < 0のとき f(0) > 0から（[）を満たさない。

• a < 0のとき f(0) > 0から（[）を満たさない。

• a > 0のとき

◦ （軸）≦ 0すなわち b ≧ 0のとき f(0) > 0から（[）を満たす。

◦ 0 <（軸）すなわち b < 0のとき（[）を満たすべき条件は

（頂点の y 座標）> 0から −b2 + 4a
4a

> 0すなわち a > 1
4
b2

ab平面に図示すると

a

b

O

a = 1
4
b2

図の斜線部で境界は b ≧ 0の部分は含み，b < 0の部分は含まない。
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2 正八角形 A1A2 · · ·A8 について，以下の問いに答えよ。

(1) 3個の頂点を結んでできる三角形のうち，直角三角形であるものの個数を求めよ。

(2) 3個の頂点を結んでできる三角形のうち，直角三角形でも二等辺三角形でもないものの個数を

求めよ。

(3) 4個の頂点を結んでできる四角形のうち，次の条件（[）を満たすものの個数を求めよ。

（[）四角形の 4個の頂点から 3点を選んで直角三角形を作れる。

最大の長さをもつ 4本の対角線 A1A5， A2A6， A3A7， A4A8 を

それぞれ L1，L2，L3，L4 とする。

(1) 直角三角形には必ず Li (i = 1, 2, 3, 4) のいずれかが含まれて ◀ 問題文を読んで，（最長の）対角線で
場合分けしやすいいる。

L1 が含まれている場合，他の頂点は A2，A3，A4，A6，A7，A8

のいずれかであるから 6個ある。

L2，L3，L4 についても同様で，重複するものはないので

直角三角形は 6× 4 = 24個

(2) 8個の頂点から 3個の頂点を結んでできる三角形は

全部で 8C3 = 8×7×6
3×2×1

= 56個ある。

そのうち直角三角形は 24個ある。

二等辺三角形については

A1 を頂点とする二等辺三角形の他の 2つの頂点は， ◀ この問題では関係ないが，頂点の個
数が 3 の倍数のときは，正三角形
ができるので重複することに注意
する

A2 と A8，A3 と A7，A4 と A6 の 3個ある。

他の頂点も同様であり，重複するものはないので

二等辺三角形は全部で 3× 8 = 24個ある。

直角二等辺三角形については

L1 を含むとき，もう 1つの頂点は A3 または A7 の 2個ある。

他についても同様で，重複するものはないから，

直角二等辺三角形は全部で 2× 4 = 8個ある。

以上から求める個数は

56− (24 + 24− 8) = 16個

(3) （[）を満たす四角形は，辺または対角線に Li (i = 1, 2, 3, 4)を

含まなければならない。

Li，Lj の 2つを含む四角形は 4C2 = 6個ある。

L1 を含む四角形の他の 2つの頂点は，A2，A3，A4，A6，A7，A8

の 6個から 2個選んだものなので，6C2 = 15個ある。

以上から求める個数は

15× 4− 6 = 54個



東北（文系）

3 平面において，2つの点 O，Aの間の距離が 1であるとし，点 Oと点 Aを中心とする 2つの円

をそれぞれ C1，C2 とする。C1 と C2 は 2点 P，Qにおいて交わり，∠OPA = π
3
であるとし，

C2 の半径 r は r < 1を満たすとする。以下の問いに答えよ。

(1) C1 の半径を求めよ。

(2) r =

√
3
3
のとき，∠PAOの大きさを求めよ。

(3) r =

√
3
3
のとき，円 C1 の内部と円 C2 の内部との共通部分の面積を求めよ。

(1) 求める半径は OPであり，余弦定理から

OA2 = OP2 +AP2 − 2·OP·APcos∠OPA

1 = OP2 + r2 −OP·r

OPの 2次方程式として

OP2 − rOP+ r2 − 1 = 0

0 < r < 1のときこの方程式は実数解をもち，解の公式から

OP =
r ±

√
r2 − 4 (r2 − 1)

2
=

r ±
√
4− 3r2

2

ここで r > 0，
√
4− 3r2 > 0からそれぞれ平方し，

r2−
(√

4− 3r2
)2

= 4r2−4 = 4 (r2 − 1) < 0 ( ∵ 0 < r < 1)

r <
√
4− 3r2 となり，

OP > 0から求める半径は r +
√

4 − 3r2

2

(2) (1)の結果から r =

√
3
3
のとき

OP =

√
3
3

+

√
4− 3·

Å
1√
3

ã2
2

=

√
3
3

+
√
3

2
=

2
√

3
3

正弦定理から ◀ この場合特別に，
OP2 = OA2 +AP2 に気づけば
正弦定理に頼らなくても

∠PAO = π
2

OP
sin∠PAO = OA

sin∠OPA

OP· sin∠OPA = OA· sin∠PAO

2
√
3

3
·
√
3
2

= 1· sin∠PAO

sin∠PAO = 1

0 < ∠PAO < π から ∠PAO = π
2

(3) (2) から ∠PAQ = π となる。考える面積の直線 PQ について O

と同じ側の面積を S1，Aと同じ側の面積を S2 とする。
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S1 は半径 AP，中心角 π のおうぎ形（半円）の面積なので

S1 = πAP2 × 1
2

= π
6

∠POQ = π
3
であり，S2 は，おうぎ形 POQから三角形 POQ

を除いたものなので

S2 = πOP2 × 1
6

− 1
2
·OP·OQsin π

3
= 2

9
π −

√
3
3

したがって求める面積は S1 + S2 = 7
18

π −
√

3
3
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4 以下の問いに答えよ。

(1) 3次関数 y = x3 + x2 のグラフと 2次関数 y = x2 + 4x+ 16のグラフの共通接線（どちらのグ

ラフにも接する直線）は 2本ある。それらの方程式を求めよ。

(2) (1)で求めた 2本の共通接線と 2次関数 y = x2 + 4x + 16のグラフで囲まれた部分の面積を

求めよ。

(1) 曲線 y = x3 + x2 · · · 1⃝について，y′ = 3x2 + 2xから， 1⃝上の
点 ( t , t3 + t2 )における接線の方程式は

y = (3t2 + 2t)(x− t) + t3 + t2

すなわち y = (3t2 + 2t)x− 2t3 − t2 · · · 2⃝が
放物線 y = x2 + 4x+ 16 · · · 3⃝が接するのは，2次方程式

x2 + 4x+ 16 = (3t2 + 2t)x− 2t3 − t2 · · · 4⃝

が重解をもつときなので

x2 − (3t2 + 2t− 4)x+ 2t3 + t2 + 16 = 0 として

（判別式）= 0より

(3t2 + 2t− 4)
2 − 4 (2t3 + t2 + 16) = 0 を解く

9t4 + 4t2 + 16 + 12t3 − 16t− 24t2 − 4 (2t3 + t2 + 16) = 0

9t4 + 4t3 − 24t2 − 16t− 48 = 0 ◀
−2 9 4 −24 −16 −48

−18 28 −8 48
2 9 −14 4 −24 0

18 8 24
9 4 12 0

(t+ 2)(t− 2)(9t2 + 4t+ 12) = 0

実数解は t = −2, 2のみ。 2⃝に代入し，求める方程式は

y = 8x + 12 · · · 5⃝, y = 16x − 20 · · · 6⃝

(2) 2直線 5⃝と 6⃝の交点の x座標は

8x+ 12 = 16x− 20 を解いて x = 4

3⃝と 5⃝の接点の x座標は

x2 + 4x+ 16 = 8x+ 12 を解く

(x− 2)
2
= 0から x = 2

3⃝と 6⃝の接点の x座標は

x2 + 4x+ 16 = 16x− 20 を解く

(x− 6)
2
= 0から x = 6

したがって，求める面積を S とすると

S =

∫ 4

2

{(x2 + 4x+ 16)− (8x+ 12)} dx ◀ 接している放物線と直線にはさま
れている部分の面積なので，被積分
関数は完全平方式となる

+

∫ 6

4

{(x2 + 4x+ 16)− (16x− 20)} dx
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=

∫ 4

2

(x− 2)
2
dx+

∫ 6

4

(x− 6)
2
dx

=
[
1
3
(x− 2)

3
]4
2
+
[
1
3
(x− 6)

3
]6
4

◀ 数学 III では当然の公式∫
(x− α)2 dx

= 1
3
(x− α)3 + C

= 1
3

{
2
3 − 0

3
+ 0

3 − (−2)
3}

= 16
3


