
北海道（文系）

1 初項から第 n項までの和 Sn が

Sn = 1
6
n (n+ 1)(2n+ 7) (n = 1, 2, 3, · · ·)

で表される数列 {an}がある。

(1) {an}の一般項を求めよ。

(2)
n∑

k=1

1
ak
を求めよ。

(1) まず a1 = S1 = 1
6
·1·2·9 = 3 ◀ Sn で定義される数列の基本型

n ≧ 2のとき

an = Sn − Sn−1

= 1
6
n (n+ 1)(2n+ 7)− 1

6
(n− 1)n (2n+ 5)

= 1
6
n {(2n2 + 9n+ 7)− (2n2 + 3n− 5)}

= 1
6
n (6n+ 12)

= n (n+ 2)

これは a1 = 3を満たす。したがって

an = n (n + 2)

(2) (1)から ◀ 部分分数分解の基本型
a \= 0 のとき

1
X (X + a)

= 1
a

(
1
X

− 1
X + a

)
n∑

k=1

1
ak

=
n∑

k=1

1
k (k + 2)

=
n∑

k=1

1
2

(
1
k

− 1
k + 2

)
= 1

2

Å
n∑

k=1

1
k

−
n∑

k=1

1
k + 2

ã
= 1

2

(
1
1

+ 1
2

− 1
n+ 1

− 1
n+ 2

)
= 1

2
· 3 (n+ 1)(n+ 2)− 2 (n+ 2)− 2 (n+ 1)

2 (n+ 1)(n+ 2)

= 1
2
· 3n2 + 5n
2 (n+ 1)(n+ 2)

=
n (3n + 5)

4 (n + 1)(n + 2)
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2 三角形 OABにおいて，辺 ABを 2 : 1に内分する点を D，直線 OAに関して点 Dと対称な点を

E，点 Bから直線 OAに下ろした垂線と直線 OAとの交点を Fとする。
#      »

OA =
#»

a，
#     »

OB =
#»

b と

し，
#»

a = 4，
#»

a ·
#»

b = 6を満たすとする。

(1)
#     »

OF を
#»

a を用いて表せ。

(2)
#     »

OE を
#»

a，
#»

b を用いて表せ。

(3) 9
#     »

OE = 20
#     »

OF となるとき，
#»

b の値を求めよ。

(1) 実数 k を用いて
#     »

OF = k
#      »

OA = k
#»

a · · · 1⃝とできる。
#     »

BF ⊥
#      »

OA から
#     »

BF ·
#      »

OA = 0より

(
#     »

OF −
#     »

OB)·
#      »

OA = 0

(k
#»

a −
#»

b )·
#»

a = 0

k
#»

a ·
#»

a −
#»

b ·
#»

a = 0

16k − 6 = 0

k = 3
8

1⃝に代入し，
#      »

OF = 3
8

# »

a

(2)
#      »

OD =
#      »

OA + 2
#     »

OB
2 + 1

= 1
3

#»

a + 2
3

#»

b

次に，点 Dから直線 OAに下ろした垂線の足を Hとする。

実数 hを用いて
#      »

OH = h
#      »

OA = h
#»

a · · · 2⃝とできる。
#      »

DH ⊥
#      »

OA から
#      »

DH ·
#      »

OA より

(
#      »

OH −
#      »

OD)·
#      »

OA = 0(
h

#»

a −
(
1
3

#»

a + 2
3

#»

b
))

·
#»

a = 0

h
#»

a ·
#»

a − 1
3

#»

a ·
#»

a − 2
3

#»

b ·
#»

a = 0

16h− 16
3

− 4 = 0

h = 7
12

となり
#      »

OH = 7
12

#»

a

最後に，点 Eは，線分 DHを 2 : 1に外分する点なので
#     »

OE = −
#      »

OD + 2
#      »

OH
2 + (−1)

= −
(
1
3

#»

a + 2
3

#»

b
)
+ 2

(
7
12

#»

a
)

= 5
6

# »

a − 2
3

#»

b

(3) (1)から
#     »

OF = 3
8

#»

a = 3
8
·4 = 3

2
であり，(2)の結果と合わ
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せて

9
#     »

OE = 20· 3
2

= 30

3
#     »

OE = 10

9
#     »

OE
2
= 100

9 5
6

#»

a − 2
3

#»

b
2
= 100

9
36

5
#»

a − 4
#»

b
2
= 100

25·
#»

a ·
#»

a − 40
#»

a ·
#»

b + 16
#»

b ·
#»

b = 400

16
#»

b
2
= 240

#»

b
2
= 15

#»

b ≧ 0から
#»

b =
√

15
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3 実数 xに対して，

f(x) =
√
3 sin

(
x+ π

6

)
+ 2 sin2

(
x+ 2π

3

)
+ 4 cos

(
2x+ π

3

)
とおく。

(1) t = sin
(
x+ π

6

)
とおく。sin2

(
x+ 2π

3

)
と cos

(
2x+ π

3

)
をそれぞれ tの式で表せ。

(2) 0 ≦ x ≦ π のとき，方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ。

(1) x+ 2π
3

= θ とする。

t = sin
(
θ − π

2

)
= − cos θ から cos θ = −t とでき

sin2
(
x+ 2π

3

)
= sin2 θ

= 1− cos2 θ

= 1− (−t)
2

= 1 − t2

cos
(
2x+ π

3

)
= cos (2θ − π)

= − cos 2θ

= − (2 cos2 θ − 1)

= −
(
2(−t)

2 − 1
)

= −2t2 + 1

(2) 0 ≦ x ≦ π のとき π
6

≦ x+ π
6

≦ π
6

+ π · · · 1⃝

したがって − 1
2

≦ sin
(
x+ π

6

)
≦ 1

すなわち − 1
2

≦ t ≦ 1 · · · 2⃝

(1)の結果を用いて，方程式 f(x) = 0を tを用いて書きなおすと
√
3 t+ 2 (1− t2) + 4 (−2t2 + 1) = 0

10t2 −
√
3 t− 6 = 0(

5t+ 2
√
3
)(
2t−

√
3
)
= 0

2⃝から t =

√
3
2
となり 1⃝の範囲で

x+ π
6

= π
3
, 2
3
π，すなわち x = π

6
, π
2
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4 kを k > −1を満たす実数とする。直線 ℓ : y = (1− k)x+ kおよび放物線 C : y = x2 を考え

る。C と ℓで囲まれた部分の面積を S1 とし，C と ℓと直線 x = 2の 3つで囲まれた部分の面積

を S2 とする。

(1) S1 を用いて表せ。

(2) S2 を用いて表せ。

(3) k が k > −1を満たしながら動くとき，S2 − S1 の最大値を求めよ。

(1) C と ℓの共有点の x座標は

x2 = (1− k)x+ k を解いて

x2 − (1− k)x− k = 0

(x− 1)(x+ k) = 0 から x = 1, −k

k > −1のとき −k < 1であり

−k ≦ x ≦ 1で x2 ≦ (1− k)x+ k から

S1 =

∫ 1

−k

{x2 − (1− k)x+ k} dx

=

∫ 1

−k

{− (x+ k)(x− 1)} dx

= − −1
6

(1− (−k))
3

= 1
6
(k + 1)

3

(2) C と ℓ の交点の 1 つ P ( 1 , 1 )，ℓ 上の点 Q( 2 , 2− k )，C 上の

点 R( 2 , 4 )とする。

S2 は三角形 PQRの面積から C と直線 PRで囲まれた部分の面

積を引いたものなので

S2 = 1
2
·1 (2 + k)−

∫ 2

1

{− (x− 1)(x− 2)} dx

= 1
2
(1 + k)− 1

6

= 1
2
k + 5

6

(3) f(k) = S2 − S1 とする。(1)，(2)から

f ′(k) = 1
2

− 1
2
(k + 1)

2

= − 1
2
(k2 + 2k)

= − 1
2
k (k + 2)
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k > −1の範囲で増減表は

k 0 · · · 0 · · ·

f ′(k) + 0 −

f(k) 2
3

したがって，求める最大値は 2
3

(k = 0)


