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1 cos 2θ = 2 cos2 θ − 1，cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ のように

nを自然数とするとき，次の問いに答えよ。

(1) cosnθ は cos θ の n次の多項式で表すことができる · · ·

ことを示せ。 （チェビシェフの多項式）

【準備】

三角関数の加法定理

cos (α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ · · · 1⃝

cos (α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ · · · 2⃝ を用いて

1⃝+ 2⃝から

cos (α+ β) + cos (α− β) = 2 cosα cosβ· · · [⃝

【解答】

[⃝で α = nθ，β = θ とすると

cos (n+ 1) θ + cos (n− 1) θ = 2 cosnθ cos θ

すなわち

cos (n+ 1) θ = 2 cosnθ cos θ − cos (n− 1) θ · · · 3⃝

を数学的帰納法を用いて証明する。

[ I ] cos (1θ)は cos θ の 1次式，cos (2θ)は cos θ の 2次式である。

したがって [⃝は成り立つ。

[ II ] k > 2 のとき， [⃝ が n < k で成り立つと仮定する。このとき， 3⃝

から

cos (k + 1) θ = 2 cos kθ cos θ − cos (k − 1) θ

= 2（cos θ の k 次式）×（cos θ の 1次式）

−（cos θ の k − 1次式）

=（cos θ の k + 1次式） となり

は n = k + 1のときにも成り立つ。

[ I ]，[ II ]から はすべての自然数 nについて成り立つ。

(2) f1(x) = xとすると cos (1·θ) = f1 (cos θ) = cos θ

f2(x) = 2x2 − 1とすると cos (2·θ) = f2 (cos θ) = 2 cos2 θ − 1

のように cosnθ = fn (cos θ)とできる多項式 fn(x)が存在する。

f3(x)および f5(x)を求めよ。

【解答】

cosnθ を表す多項式を fn(x)とする。n > 2のとき 3⃝は

fn+1(x) = 2fn(x)f1(x)− fn−1(x)

= 2xfn(x)− fn−1(x)

したがって

f3(x) = 2xf2(x)− f1(x)

= 2x (2x2 − 1)− x

= 4x3 − 3x

f4(x) = 2xf3(x)− f2(x)

= 2x (4x3 − 3x)− (2x2 − 1)

= 8x4 − 8x2 + 1

f5(x) = 2xf4(x)− f3(x)

= 2x (8x4 − 8x2 + 1)− (4x3 − 3x)

= 16x5 − 20x3 + 5x

（裏面はありません）


