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1 a，b はともに自然数の定数で a ≧ bとする。

2つの xの 2次方程式

x2 + ax+ b = 0 · · · 1⃝

x2 + bx+ a = 0 · · · 2⃝

が，ともに整数解をもつ。（共通解をもつということではない）

(1) a = bのとき，aを決定せよ。

(2) a > bのとき a，bの値の組を決定せよ。

【解答】

(1) a = bのとき， 1⃝と 2⃝は一致するので，1つの方程式

x2 + ax+ a = 0 · · · · · · [⃝

で考える。 [⃝の整数解を m1 とし，もう 1つの解を m2 とする。

解と係数の関係から{
m1 +m2 = −a · · · 3⃝

m1m2 = a · · · 4⃝
3⃝から m2 も整数となる。

4⃝+ 3⃝から

m1m2 +m1 +m2 = 0

m1m2 +m1 +m2 + 1 = 1

(m1 + 1)(m2 + 1) = 1

m1 + 1，m2 + 1は整数から

(m1 + 1 , m2 + 1 ) = ( 1 , 1 ) , (−1 , −1 )

(m1 , m2 ) = ( 0 , 0 ) , (−2 , −2 )

1⃝， 2⃝を満たすのは (m1 , m2 ) = (−2 , −2 )のみ。

このとき a = 4

(2) (1)の議論から， 1⃝および 2⃝が整数解をもつならば，2つの解はともに

整数となる。

1⃝の 2つの整数解を m1，m2， 2⃝の 2つの整数解を n1，n2 とする。

解と係数の関係から{
m1 +m2 = −a · · · 5⃝

m1m2 = b · · · 6⃝{
n1 + n2 = −b · · · 7⃝

n1n2 = a · · · 8⃝

6⃝+ 5⃝+ 8⃝+ 7⃝

m1m2 +m1 +m2 + n1n2 + n1 + n2 = 0

m1m2 +m1 +m2 + 1 + n1n2 + n1 + n2 + 1 = 1 + 1

(m1 + 1)(m2 + 1) + (n1 + 1)(n2 + 1) = 2 · · · 9⃝

ここで 5⃝， 6⃝ から 1⃝ の 2 つの整数解はともに負であるから，ともに

−1以下である。

同様に 2⃝の 2つの整数解も，ともに −1以下になる。

m1 ≦ m2 ≦ − 1 · · · 10⃝，n1 ≦ n2 ≦ − 1 · · · 11⃝としても一般性を失わ

ない。

M = (m1 + 1)(m2 + 1)とすると，m1 + 1 ≦ 0，m2 + 1 ≦ 0 から

M は整数値であり M ≧ 0 · · · 12⃝

同様に N = (n1 + 1)(n2 + 1)とすると，

N は整数値であり N ≧ 0 · · · 13⃝

そして 9⃝は M +N = 2 となり 12⃝，13⃝から

(M , N ) = ( 0 , 2 ) , ( 1 , 1 ) ( 2 , 0 )

に限られる。

• (M , N ) = ( 0 , 2 )のとき

(n1 + 1)(n2 + 1) = 2であり 13⃝から (n1 + 1 , n2 + 1 ) = (−2 , −1 )

すなわち (n1 , n2 ) = (−3 , −2 )

このとき 7⃝， 8⃝から b = 5，a = 6となり，仮定 a > bを満たす。

また 1⃝は x2 + 6x+ 5 = (x+ 1)(x+ 5) = 0であり，整数解をもつので

適する。

• (M , N ) = ( 1 , 1 )のとき

(m1 + 1)(m2 + 1) = 1であり 12⃝から (m1 + 1 , m2 + 1 ) = (−1 , −1 )

すなわち (m1 , m2 ) = (−2 , −2 )

このとき 5⃝， 6⃝から a = 4，b = 4となり，仮定 a > bを満たさない。

• ( f(−1) , g(−1) ) = ( 2 , 0 )のとき

(m1 + 1)(m2 + 1) = 2であり 12⃝から (m1 + 1 , m2 + 1 ) = (−2 , −1 )

すなわち (m1 , m2 ) = (−3 , −2 )

このとき 5⃝， 6⃝から a = 5，b = 6となり，仮定 a > bを満たさない。

したがって ( a , b ) = ( 6 , 5 )

（裏面はありません）


