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1 f(x) は x の n (n ≧ 2) 次の整式で，係数はすべて整数で，f(0) \= 0 と

する。

すなわち

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

ai ∈ Z (i = 0, 1, · · · , n− 1, n) , an \= 0, a0 \= 0

次の問に答えよ。

(1) 方程式 f(x) = 0が

有理数の解
p
q（p，q は互いに素，q は自然数）をもつとき，p は a0 の約

数，q は an の約数であることを示せ。

(2) (1) の結果と，方程式 x2 = 2を考えることで，

「
√

2 は無理数である」ことを示せ。

【解答例】

(1) x =
p
q を f(x) = 0に代入する。

an

(
p
q

)n

+ an−1

(
p
q

)n−1

+ · · ·+ a1 ·
p
q + a0 = 0

両辺 qn (\= 0)をかけて

anp
n + an−1p

n−1q + · · ·+ a1pq
n−1 + a0q

n = 0 · · · [⃝

[⃝の 2項目以降を移項し

anp
n = −q

./lrep_e1.eps
(an−1p

n−1 + · · ·+ apqn−2 + a0q
n−1) · · · 1⃝

1⃝の右辺の ./lrep_e2.eps部は整数なので，右辺は q の倍数である。

さらに ( p , q ) = 1から an は q の倍数になり，q は an の約数となる。

また， [⃝の最終項以外を移項し

a0q
n = −p (anp

n−1 + an−1p
n−2p+ · · ·+ a1q

n−1) · · · 2⃝

2⃝の右辺は pの倍数となり，pは a0 の約数となる。

(2) f(x) = x2 − 2 とし，与えられた方程式を書きなおし f(x) = 0 として考

える。

(1) から f(x) = 0が，有理数の解をもつとすれば，

それは x = ± 1
1
, ± 2

1
すなわち x = ±1, ±2

ここで f (±1) = −1 \= 0，f (±2) = 2 \= 0から f(x) = 0は有理数解をも

たない。

一方，実数
√

2 は f(x) = 0 の解なので
√

2 は無理数であることが示さ

れた。

（裏面はありません）


