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1 pを素数とする。整数 a，b，cが

a3 + p b3 + p2 c3 = p abc · · · [⃝

を満たしている。次の問に答えよ。

ただし，整数 nと自然数 kについて，nk が素数 pの倍数であるとき，n自

身が pの倍数であることは証明なしに用いてよい。

(1) aが pの倍数となることを示せ。

(2) a，b，cの値の組を決定せよ。

2 集合 N は自然数全体を表すものとする。

また [x ] は x を超えない最大の整数を表すものとする。

ここで 2 つの正の無理数 α, β は

1
α + 1

β
= 1 · · · [⃝

を満たすものとし、

集合 A，B は

A =
{
[α ] , [ 2α ] , [ 3α ] , . . .

}
,

B =
{
[β ] , [ 2β ] , [ 3β ] , . . .

}
とする。

このとき、

(1) A ∩B = ∅ を示せ。

(2) A ∪B = N を示せ。

(1) A ∩ B \= ∅すなわち，ある自然数 m, n, k について [mα ] = [nβ ] = k

となったと仮定する。

不等式で評価すると
k < mα < k + 1, k < nβ < k + 1

α，β について解き k
m < α < k + 1

m , k
n < β < k + 1

n

逆数を考え m
k + 1

< 1
α < m

k
, n

k + 1
< 1

β
< n

k

辺々加えて [⃝から m+ n
k + 1

< 1 < m+ n
k

分母を払って k < m+ n < k + 1

これは，隣り合う自然数 kと k+1の間に，それとは異なる自然数 m+n

が存在することを示ので矛盾する。したがって A ∩ B = ∅

(2) ある自然数 pが p \∈ A かつ p \∈ B と仮定する。

適当な自然数 m, nが存在しmα < p < p+1 < (m+ 1)α, nβ < p < p+1 < (n+ 1)β

α，β について解き
p+ 1
m+ 1

< α <
p
m ,

p+ 1
n+ 1

< β <
p
n

(1)と同様に進める m
p < 1

α < m+ 1
p+ 1

, n
p < 1

β
< n+ 1

p+ 1

m+ n
p < 1 < m+ n+ 2

p+ 1

m+ n < p < p+ 1 < m+ n+ 2

となり矛盾するので Aと B の両方に属さない自然数は存在しない。す

なわち A ∪ B = N

（裏面はありません）


