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クラック先端における応力拡大係数に関する基礎的研究 
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Fundamental Research of the Stress Intensity Factor in the Tip of a Slit Crack 
 

Ryouichi SATAKE, Yoshiko HIRASAKA, Atsuko MOCHIDA and Hiroki HAMANO 
 

Abstract 
   The authors already discussed the crack tip singularities of various kinds of open crack meeting at the 
interfaces of different materials for plane problems.  The stress conditions of crack tip can use not only 
stresses or strains but also the stress intensity factor K. In this paper, we try to compute these factors K by the 
finite element method in various crack types. The calculated solution examines whether it is right compared 
with a theoretical solution. 
Key words:  Crack tip, Stress, Stress intensity factor, Finite element method. 

 
1.  はじめに 

 
  現在，構造物の大型化や溶接構造の発達，構造材料の
強度的な向上に伴い，構造物を構成する材料・部材のク

ラック進展による破壊現象に対する検討が重要な問題と

なっている． 
  破壊はクラックやその他の欠陥の発生，成長，合体な
どによって生じることが多い．クラック先端の力学的環

境条件として，応力拡大係数Kというパラメータを用い，
この応力拡大係数Kによって，クラック先端の応力状態
を知ることができる． 
  この応力拡大係数Kを有限要素法による数値解析から
求める方法について検討する． 
ここで用いた例題は多くの研究者によって既に解が得

られている 1), 2)が，有限要素法の解の確認のために行った

ものである． 
 

2.  応力拡大係数K 
 
  き裂面の変位様式は，図 1に示す 3つの成分に分けて
考えることができる 1)．この独立な3つのき裂面の変位様
式を，それぞれモードⅠ（開口モード），モードⅡ（面内

せん断モード），モードⅢ（面外せん断モード）という． 
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  図2は z軸がクラック前縁の接線，x軸がき裂面の主法
線， y 軸がき裂面に垂直な法線となるような直角座標
（ zyx ,, ）と，円柱座標（ zr ,,θ ）を示す． 

(a)  モードⅠ (c)  モードⅢ (b)  モードⅡ 

図1  3つの基本的なき裂面の変位様式 

Ⅰ Ⅱ Ⅲ 

図2  3次元任意形状き裂の前縁にとった座標系 
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  6個の応力成分 ( zxyzxyzyx τττσσσ ,,,,, )の形はそれぞ
れ以下のようになる． 
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であり，モードⅢに対しては以下のようになる． 

0==== xyzyx τσσσ  

  ここで ⅢⅡⅠ KKK ,, は応力拡大係数であり，き裂先端で

考えた座標系に無関係なパラメータである．式(1)，(2)，
(3)からわかるように，き裂先端の応力分布はKの大小で
そのレベルが決まる平行曲線として図 3 のように与えら
れる．言い換えれば，き裂先端，すなわち 0=x では K
の値に無関係に常に ∞=yσ であるが，き裂先端から離れ

た任意の点 xでの応力はK の値で一義的に決まり，K の
値と共に増大する．K はそれぞれのき裂面の変位様式に
対して異なる値をとるから，一般にモードⅠ，モードⅡ

およびモードⅢのそれぞれについて ⅡⅠ KK , および ⅢK
の記号で表示する． 
  以下では，モードⅠの場合のみを取り扱い，K の添え
字Ⅰは省略する． 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. 有限要素法による応力拡大係数の計算 
 
 （1） 応力拡大係数の計算 
  式(1)において 0=θ とおけば，次式が得られる． 
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上式の xyyx τσσ ,, を有限要素法によって計算し，応力拡

大係数を求める． 
  まず，図 4 のような片側にクラックのある帯板の一様
引張りの場合の応力拡大係数を求める．この場合の理論

値は次式で求められる 2)． 

( )

( ) ( ){ }
( ) ⎪

⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−++
=

==

2cos
2sin137.002.2752.0

2
tan2

  
3

πξ
πξξπξ

πξ
ξ

ξπσ

F

WaWaFaK とおくとここで；

 

 ここでは， 1,1,4 === aW σ として計算した．以下，

全ての例題に対してこれを用いる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図4.  片側にクラックのある帯板の一様引張り
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図3.  き裂先端の応力分布と応力拡大係数の関係 
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表1に計算結果と式(4)に yx σσ , を代入し得られた応力

拡大係数を示す． 
 

表1.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ  yσ  
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 1.73 2.48 1.94 2.78 
0.4 1.08 1.79 1.71 2.84 
0.8 0.58 1.36 1.31 3.05 

 
  き裂先端は数値上の特異点になり，き裂の先端付近で
は応力の分布が急激に変化するので，き裂先端にごく近

い要素の計算結果は使わず，少し離れた要素の計算結果

を使う．図 5は表 1からrと応力拡大係数Kの関係を示
す．ここからrが限りなく 0に近づいたときの値を 2次
関数の外挿によって求め，応力拡大係数Kの値とする． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  次に，図 6 に示すようなクラックの例についての応力
拡大係数を有限要素法によって求める． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  (a) 中央にクラックのある帯板の一様引張り（図6(a)） 
  この例の理論値は次式で求められる． 
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表2に計算結果と図7に得られた応力拡大係数を示す． 
 

表2.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ yσ
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 0.82 2.16 0.92 2.42 
0.4 0.38 1.67 0.60 2.64 
0.8 0.05 1.30 0.11 2.93 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  (b) 中央にクラックのある帯板の集中力による引張り
（図6(b)） 
  この例の理論値は次式で求められる． 

図5.  応力拡大係数K 
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図6.  計算例 
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ここでPは単位厚さあたりの力で 1=P とした．表 3 に
計算結果と図8に得られた応力拡大係数を示す． 
 

表3.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ  yσ  
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 0.35 0.62 0.39 0.70 
0.4 0.17 0.40 0.27 063 
0.8 0.02 0.18 0.05 0.41 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
(c)  両側にクラックをもつ帯板の引張り（図6(c)） 
この例の理論値は次式で求められる． 
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ここでPは単位厚さあたりの力でP=1とした．表4に計
算結果と図9に得られた応力拡大係数を示す． 

 
 

表4.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ yσ
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 1.40 2.07 1.57 2.33 
0.4 0.95 1.60 1.51 2.54 
0.8 0.69 1.39 1.54 3.11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (d)  片側にクラックのある帯板の単純曲げ（図6(d)） 
  この例の理論値は次式で求められる． 
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ここでM は 1=σ となるようにした．表 5に計算結果と
図10に得られた応力拡大係数を示す． 
 

表5.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ yσ
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 1.28 1.45 1.44 1.62 
0.4 0.81 0.86 1.28 1.37 
0.8 0.44 0.36 0.99 0.81 

 
 
 
 
 
 
 
 

図8.  応力拡大係数K 
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図9.  応力拡大係数K 
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  (e)  片側にクラックのある帯板の3点曲げ（図6(e)） 

  この例の理論値は次式で求められる． 
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ここでPは 1=σ となるようにした．表6に計算結果と図
11に得られた応力拡大係数を示す． 
 

表6.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ  yσ  
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 1.51 1.29 1.69 1.45 
0.4 0.89 0.79 1.42 1.26 
0.8 0.39 0.39 0.87 0.87 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (2)  クラックの進展 
  次にクラックの進展する場合を考える．図 4 に示す片
側にクラックのある帯板の一様引張りの場合について， 

5.0,375.0,25.0,125.0=Wa とクラックが進展する場合 

の応力拡大係数の変化を調べる．また3点から求めた応 
力拡大係数と 4 点の外挿から求めた応力拡大係数を比較
する． 
  1)  125.0=Wa の場合： 

表7.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ  yσ  
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 2.18 2.86 2.44 3.21 
0.4 1.44 2.06 2.29 3.27 
0.8 0.90 1.58 2.02 3.55 
1.6 0.52 1.29 1.63 4.08 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  2)  250.0=Wa の場合： 
 

表8.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ yσ
xrK σπ2=  yrK σπ2=

0.2 2.18 2.86 2.44 3.21 
0.4 1.44 2.06 2.29 3.27 
0.8 0.90 1.58 2.02 3.55 
1.6 0.52 1.29 1.63 4.08 
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図14.  応力拡大係数K 
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図11.  応力拡大係数K 
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図12.  3点からの応力拡大係数K 
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  3)  375.0=Wa の場合： 
 

表9.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ  yσ  
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 2.18 2.86 2.44 3.21 
0.4 1.44 2.06 2.29 3.27 
0.8 0.90 1.58 2.02 3.55 
1.6 0.52 1.29 1.63 4.08 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  4)  500.0=Wa の場合： 

 
 

  4)  500.0=Wa の場合： 
 

表10.  計算結果と応力拡大係数 

r  xσ yσ
xrK σπ2= yrK σπ2=

0.2 2.18 2.86 2.44 3.21 
0.4 1.44 2.06 2.29 3.27 
0.8 0.90 1.58 2.02 3.55 
1.6 0.52 1.29 1.63 4.08 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  以上に見られるように，4点による応力拡大係数の決定
は3点での決定より精度がよいことがわかる．4点からの
決定ではすべて誤差が2%以内で求めることができる． 
 

4. おわりに 
 
  クラック先端の応力状態を知るために必要な応力拡大 

係数 Kを有限要素法によって求める方法について検討し，

この方法によって実用上重要ないくつかのクラックの例

について適用し応力拡大係数 Kを求めた．採用した例題

からも分かるように，応力 yσ から求めた方が理論値に近
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図16.  応力拡大係数K 
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図18.  応力拡大係数K 

13.2 

14.8 
理論値14.2 

10.0

11.0

12.0

13.0

14.0

15.0

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6r

応
力
拡
大
係
数

K

σxによる

σyによる

図19.  応力拡大係数K 

14.3 

13.4 理論値14.2 



クラック先端における応力拡大係数に関する基礎的研究                          71 

平成 15年 2月 

い結果が得られている．有限要素法で近似計算した解を

用いることが可能であることがわかった． 
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