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1.  等方性材料における基礎方程式 
 
  1.1  複素応力関数 
 

  等方性材料における合力，変異および応力は複素応力関数 )(),( zz ii ψφ によって次式で表される． 
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ここに 
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     )1/()3( iii ννκ +−= （平面応力）， ii νκ 43 −= （平面ひずみ） 

 

ここで，複素応力関数を次式で定義する． 

 

     λλφ zazaz iii 21)( += ，  λλψ zbzbz iii 21)( += 1) 

 

ここに指数λ，係数 iiii bbaa 2121 ,,, は複素数である． 

 

注 1)  式(4)の第 2式は  )1/()1/()( 1
2
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1 +++= ++ λλψ λλ zbzbz iii   としても同じである． 

 

     

λππλλπππλπλ

λππλλπππλπλ

πθ

ππ

θθ

ππθθ

µµµµ

iiiiii

iiiiii

ii

ii

ii

eeeeee
eeeeee

ieie
ee

ezez

22)1(2222)1(

22)1(2222)1(

2
1111

,
,

12sin2cos,sincos
,

,

−⋅+−⋅−⋅⋅+

−⋅−−⋅−⋅⋅−

⋅

−

−

===

===

=+=+=

=−=−

==

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 



2 

 

あとの便利のため次の計算をしておく． 
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  1.2  yx − 座標系基本式 
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  1.3  極座標系基本式 
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  1.4  特別な場合（ yx − 座標系） 

 

1)  式(8)の実部のみ（ z z= ）をとる． 
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2)  式(8)の虚部のみ（ z z= − ）をとる． 
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3)  式(9)の実部のみ（ z z= ）をとる． 
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4)  式(9)の虚部のみ（ z z= − ）をとる．  
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5)  式(12)の実部のみ（ z z= ）をとる． 
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6)  式(12)の虚部のみ（ z z= − ）をとる． 
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7)  式(13)の実部のみ（ z z= ）をとる． 
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2.  異方性材料の基礎方程式の整理 

 

  2.1  基本式 

 

  異方性材における yx − 面上の応力成分とひずみ成分の関係式 

     

yi

yxi

xi

xyi

xyi
xyi

xyi

xi
xi

xyi

yi

yi
yi

yi
yi

yxi

xi

xi
xi

EE

G

EE

EE

νν

τγ

σ
νσ

ε

σ
νσ

ε

=

=

−=

−=

1
 

  直交異方性材料における合力，変位および応力は Lekhnitskiiによれば，複素応力関数 )(),( zz ii ψφ によ

って次式で表される． 

     { })()(Re2 2211 ibiiiaiixi zzP φµφµ +=  

     { })()(Re2 21 ibiiaiyi zzP φφ +−=  

     { })()(Re2 2211 ibiiiaiixi zpzpu φφ +=  

     { })()(Re2 2211 ibiiiaiiyi zqzqu φφ +=  

     { })()(Re2 2
2
21

2
1 ibiiiaiixi zz φµφµσ ′+′=  

     { })()(Re2 21 ibiiaiyi zz φφσ ′+′=  

  複素応力関数は次のべき表示で表す． 

     
λλ

λλ

φ

φ

iiiiibi

iiiiiai

zbzbz

zazaz

22212

12111

)(

)(

+=

+=
 

ここに， 

     
)arg(

2222

)arg(
1111

22

11

,

,
ii

ii

i
iyxiii

i
iyxiii

elireyxz

elireyxz
µθµ

µθµ

βαµµ

βαµµ

=+==+=

=+==+=
 

とし， jiµ ( )2,1=j は， 

     01121 24 =+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+

yi
ji

xyixi

xyi
ji

xi EGEE
µ

ν
µ  

の四つの根の中の虚数部が正となる二つの根である．また， 

     

iyi
i

xi

xyi
i

iyi
i

xi

xyi
i

xi

xyi
i

xi
i

xi

xyi
i

xi
i

EE
q

EE
q

EE
p

EE
p

2
22

1
11

2
22

2
11

1

1

1

1

µ
µ

ν

µ
µ

ν

ν
µ

ν
µ

+−=

+−=

−=

−=

 

である． 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 
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)sin(cos)sin(cos )arg(
11

11

1

1

θθθµθ

µ

µ

θµ

⋅+=+=

=

+=

i

i

i
ii

ii

elrr

re

yxz

 

     

)sin(cos)sin(cos )arg(
22

22

2

2

θθθµθ

µ

µ

θµ

⋅+=+=

=

+=

i

i

i
ii

ii

elrr

re

yxz

 

     
λλλλ

λλ

θµθθµθ

φ

)sin(cos)sin(cos

)(

1211

12111

iiii

iiiiiai

rara

zazaz

+++=

+=
 

     
λλλλ

λλ

θµθθµθ

φ

)sin(cos)sin(cos

)(

2221

22212

iiii

iiiiibi

rbrb

zbzbz

+++=

+=
 

     
1

1
1

2
1

1
1

1

1
12

1
111

)sin(cos)sin(cos

)(
−−−−

−−

+++=

+=′
λλλλ

λλ

θµθλθµθλ

λλφ

iiii

iiiiiai

rara

zazaz
 

     
1

2
1

2
1

2
1

1

1
22

1
212

)sin(cos)sin(cos

)(
−−−−

−−

+++=

+=′
λλλλ

λλ

θµθλθµθλ

λλφ

iiii

iiiiibi

rbrb

zbzbz
 

 

注）式(36)第 1式は式(34)によって次のように変形できる． 

     

λµλλµλ

λλλλ

λλ

θθθθ

θµθθµθ

φ

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cos

)(

)arg(
12

)arg(
11

1211

12111

11 ii i
ii

i
ii

iiii

iiiiiai

elraelra

rara

zazaz

+++=

+++=

+=

 

他も同様である． 

 

注） )1(
2
1)1(

2
1

1111 iiii iizxz µµµ ++−=+=  

    °=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
°== −− 30

3
1tan

3
1arg,451tan)1arg( 11  

    
)Re(
)Im(tan)arg( 1

µ
µµθ −==  

    190sin90cos90 =°+°=°⋅ iei  

    22 ))(Im())(Re( µµµ +==l  

    )arg(
11

)arg(
11

11 , ii i
ii

i
ii elel µµ µµ −==  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(34) 

(35) 

(36) 
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  2.2  yx − 座標系基本式 

 

     

{ }

{
}

{
}λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθµθµθµ

θµθµθµθµ

θµθµθµθµ

θµθµθµθµ

φµφµ

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

222221

112111

222221

112111

2211

iiiiii

iiiiii

iiiiii

iiiiii

ibiiiaiixi

rbrb

rara

rbrb

rara

zzP

++++

+++=

++++

+++=

+=

 

     

{ }

{
}

{
}λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

φφ

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

2221

1211

2221

1211

21

iiii

iiii

iiii

iiii

ibiiaiyi

rbrb

rara

rbrb

rara

zzP

++++

+++−=

++++

+++−=

+−=

 

     

{ }

{
}

{
}λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

φφ

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

222221

112111

222221

112111

2211

iiiiii

iiiiii

iiiiii

iiiiii

ibiiiaiixi

rpbrpb

rparpa

rpbrpb

rparpa

zpzpu

++++

+++=

++++

+++=

+=

 

     

{ }

{
}

{
}λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

φφ

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

222221

112111

222221

112111

2211

iiiiii

iiiiii

iiiiii

iiiiii

ibiiiaiiyi

rqbrqb

rqarqa

rqbrqb

rqarqa

zqzqu

++++

+++=

++++

+++=

+=

 

     

{ }
{

}
{

}1
2

12
22

1
2

12
21

1
1

12
12

1
1

12
11

1
2

12
22

1
2

12
21

1
1

12
12

1
1

12
11

2
2
21

2
1

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

++++

+++=

++++

+++=

′+′=

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθλµθµθλµ

θµθλµθµθλµ

θµθλµθµθλµ

θµθλµθµθλµ

φµφµσ

iiiiii

iiiiii

iiiiii

iiiiii

ibiiiaiixi

rbrb

rara

rbrb

rara

zz

 

     

{ }
{

}
{

}1
2

1
2

1
2

1
1

1
1

1
2

1
1

1
1

1
2

1
2

1
2

1
1

1
1

1
2

1
1

1
1

21

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

++++

+++=

++++

+++=

′+′=

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθλθµθλ

θµθλθµθλ

θµθλθµθλ

θµθλθµθλ

φφσ

iiii

iiii

iiii

iiii

ibiiaiyi

rbrb

rara

rbrb

rara

zz

 

     

{ }
{

}
{

}1
2

1
22

1
2

1
21

1
1

1
12

1
1

1
11

1
2

1
22

1
2

1
21

1
1

1
12

1
1

1
11

2211

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cosRe2

)()(Re2

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

++++

+++−=

++++

+++−=

′+′−=

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

θµθλµθµθλµ

θµθλµθµθλµ

θµθλµθµθλµ

θµθλµθµθλµ

φµφµτ

iiiiii

iiiiii

iiiiii

iiiiii

ibiiiaiixyi

rbrb

rara

rbrb

rara

zz

 

 

 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 
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  以上をまとめると次のようになる． 

 

     

{ }[ ]
{ }[ ]

{ }[ ]
{ }[ ]
{ }[ ]1

222
1

221
1

112
1

111
1

1
22

1
21

1
12

1
11

1

1
2

2
22

1
2

2
21

1
1

2
12

1
1

2
11

1

222221112111

222221112111

Re2

Re2

Re2

Re2

Re2

−−−−−

−−−−−

−−−−−

+++−=

+++=

+++=

+++=

+++=

λλλλλ

λλλλλ

λλλλλ

λλλλλ

λλλλλ

µµµµλτ

λσ

µµµµλσ

iiiiiiiiiiiixyi

iiiiiiiiyi

iiiiiiiiiiiixi

iiiiiiiiiiiiyi

iiiiiiiiiiiixi

dbdbdadar

dbdbdadar

dbdbdadar

dqbdqbdqadqaru

dpbdpbdpadparu

 

 

ここに 

     

.sincos,sincos

,sincos,sincos

,sincos,sincos

,sincos,sincos

12141214

11131113

222222

11211

++++

++++

+=+=

+=+=

+=+=

+=+=

iiiiiiii

iiiiiiii

iiiiiii

iiiiiii

dd

dd

dd

dd

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

θµθθµθ

 

 

  これらを極座標表示すれば次のようになる． 

 

     1)  θi
xiri ePP −⋅=  

     2)  θ
θ

i
yii ePP −⋅=  

     3)  θi
xiri euu −⋅=  

     4)  θ
θ

i
yii euu −⋅=  

     5)  θσσ i
xiri e2⋅=  

     6)  θ
θ σσ i

yii e2⋅=  

     7)  θ
θ ττ i

xyiir e2⋅=  
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