
微分方程式演習 No1 １階微分方程式 (変数分離形) 組 番 氏名

1. 次の微分方程式を解け。

(1)
dy

dx
= 4xy

(2)
dy

dx
= xy − x + y − 1

(3)
dy

dx
= y2 − y

2. 微分方程式 x
dy

dx
= y(y − 1)の解で x = 1のとき、y = 2であるもの

を求めよ。

3. 微分方程式
dy

dx
= y2 − 1の解でそのグラフが直線 y = 3xに第１象限

で接するものを求めよ。



微分方程式演習 No2 １階微分方程式 (置換) 組 番 氏名

1. かっこ内の置き換えを用いて、次の微分方程式を解け。

(1)
dy

dx
= 2x− y − 1 (2x− y − 1 = z)

(2)
dy

dx
=

2y − x

x

(
y

x
= z

)

(3)
dy

dx
=

1− x− y

x + y
(x + y = z)

(4) 3
dy

dx
= 2y + ex (y = ze

2x
3 )

(5)
dy

dx
= (x− y)2 (x− y = z)



微分方程式演習 No3 １階微分方程式 (置換) 組 番 氏名

1. 微分方程式 x
dy

dx
= y + x3 は y = xf(x)と置いて解くことができる。

この微分方程式の解で、点 (1, 1)を通るものを求めよ。

2. 微分方程式 x
dy

dx
+ y = log x · · · 1©がある。

(1) y =
u

x
とおいて、u, xについての微分方程式を作れ。

(2) (1)の微分方程式を解け。

(3) x = 1のとき、y = 0である 1©の解を求めよ。

3. x > 0で微分方程式 x(x2 + 3y2)y′ = 2y3 · · · 1©を考える。

(1) u =
y

x
として、 1©を u, xについての微分方程式に直せ。

(2) (1)で求めた微分方程式を解け。

(3) x = 1のとき、y = 1である 1©の解を求めよ。



微分方程式演習 No4 ２階微分方程式 組 番 氏名

1. 微分方程式
d2y

dx2
= x2e−x の解 y = f(x)で f(0) = f ′(0) = 0を満た

すものを求めよ。

2. 微分方程式 f ′′(x)−2f ′(x)+f(x) = 0, f(0) = 1, f ′(0) = −1について

(1) f(x) = g(x)ex とおいて、g(x)の微分方程式を求めよ。

(2) f(x)を求めよ。

3. 関数 y = f(x)は方程式

y

(
d2y

dx2

)
−

(
dy

dx

)2

− 2y2 = 0 · · · 1©

を満たすものとする。

(1) y = ez とおいて、方程式 1©を zに関する方程式として表せ。

(2) 方程式 1©と条件 f(0) = f ′(0) = 1を満たす f(x)を求めよ。



微分方程式演習 No5 連立微分方程式 組 番 氏名

1. ２つの関数 f(x), g(x)が f ′(x) = g(x), g′(x) = f(x), f(0) = 0, g(0) =
1 を満たすとき、

(1) f(x) + g(x)を求めよ。

(2) f(x)− g(x)を求めよ。

(3) f(x), g(x)を求めよ。

2. 関数 f(x)と g(x)は次の式を満たしている。

f ′(x) + 2g′(x)− f(x)− 2g(x) = 0 · · · 1©
2f ′(x)− g′(x) + x{2f(x)− g(x)} = 0 · · · 2©

(1) f(x) + 2g(x)を求めよ。

(2) 2f(x)− g(x)を求めよ。

(3) f(0) = 5, g(0) = 0のとき、f(x), g(x)を求めよ。

3. 関数 f(x), g(x)について
d

dx
{f ′(x)g(x)} =

d

dx
{f(x)g′(x)} = ex

f(0) = g(0) = f ′(0) = g′(0) = 1

が成り立っている。次のものを求めよ。

(1) f(x)g(x)

(2) f(x), g(x)



微分方程式演習 No6 連立微分方程式 組 番 氏名

1. 平面上を運動する点Pの時刻 tにおける x, y座標をそれぞれ x(t), y(t)
で表すとき、Pの運動は次の微分方程式によって表される。

dx

dt
= −x,

dy

dt
= y(1− y), x(0) = 1, y(0) =

1
2

点 Pの描く曲線の方程式を y = g(x)とするとき、g(x)を求めよ。

2. tを変数とする関数 x(t), y(t)が

dx

dt
= x + 2y,

dy

dt
= 5x + 4y, x(0) = 1, y(0) = 0

を満たしているとき、

(1) tを変数とする関数X(t), Y (t)を(
x

y

)
=

(
2 1
5 −1

)(
X

Y

)
で定めるとき、

dX

dt
, および

dY

dt
を

X, Y を用いて表せ。

(2) x(t), y(t)を求めよ。

3. x, yはそれぞれが tの関数で、微分方程式

dx

dt
= y − 2x,

dy

dt
= x− 2y

を満足する。t = 0のとき、x = 1, y = 0となる x, yを求めよ。



微分方程式演習 No7 積分方程式 組 番 氏名

1. f(x) = x2+2+2
∫ x

1

tf(t)dtを満足する微分可能な関数 f(x)を求めよ。

2. 関数 f(x)が次の関係式を満たしているとき、f(x)を求めよ。

f(x) = x +
∫ x

0

(x− t)f ′(t)dt

3. 次の条件を満たす微分可能な関数 f(x)を求めよ。
∫ x

1

(4t + 5)f(t)dt = 3(x + 2)
∫ x

1

f(t)dt f(0) = 1



微分方程式演習 No8 積分方程式 組 番 氏名

1. 次の等式を満たす連続関数 f(x)を求めよ。

f(x) = (x2 + 1)e−x +
∫ x

0

f(x− t)e−tdt

2. 次の等式を満たす連続関数 f(x)を求めよ。

f(x) = 1 + x +
∫ x

0

tf ′(x− t)dt

3. x > 0で定義された関数 f(x)が第２次導関数をもち、次の式を満足す
るとき、問いに答えよ。

3x2f(x)− 2
∫ x

1

(x + t)f(t)dt = 1

(1) f(1), f ′(1)を求めよ。

(2) f(x)を求めよ。



微分方程式演習 No9 関数方程式 組 番 氏名

1. f(x)はすべての実数 x, yについて

f(x + y) = f(x) + f(y)

を満たし、xのすべての値に対して微分可能で、f ′(0) = 2とする。f(x)
を求めよ。

2. f(x)は、すべての実数 x, yについて

f(x + y) = f(x) + f(y)

を満たし、x = 0で微分可能で、f ′(0) = 2とする。f(x)を求めよ。

3. f(x)は微分可能な関数で、正である実数x, yに対して、f(xy) = f(x)+
f(y)が成り立つ。f(x)を求めよ。ただし、f ′(1) = 2とする。

4. f(x)は x = 0で微分可能な関数で f ′(0) = 2とする。また、すべての
実数 x, yに対して、等式

f(x + y) = f(x)f(y)

を満たしているとする。f(x)を求めよ。



微分方程式演習 No10 関数方程式 組 番 氏名

1. 次の問に答えよ。

(1) すべての実数 xについて、g(x) + g′(x) = 0であるとき、exg(x)
は定数であることを示せ。

(2) f(x)はすべての実数 x, yについて

f(x + y) = e−yf(x) + e−xf(y)

を満たし、x = 0で微分可能で f ′(0) = 1である。f(x)を求めよ。

2. f(x)は微分可能な関数で、x, yのすべての値に対して、

f(x + y) =
f(x) + f(y)
1 + f(x)f(y)

である。f(x)を求めよ。ただし、f ′(0) = 1とする。

3. ２回微分できる関数 f(x)が f(0) 6= 0で任意の実数 x, yに対して

f(x + y) + f(x− y) = f(x)f(y)

を満たしている。

(1) f(0), f ′(0)を求めよ。

(2) f ′′(x)を f(x)と f ′′(0)を用いて表せ。

(3) f ′′(0) = −2であるとき、f(x) = g(x) cos xとおいて関数 g(x)が
満たす微分方程式を作り、これを解くことによって f(x)を求めよ。



微分方程式演習 No11 図形への応用 組 番 氏名

1. 曲線 y = f(x) (x > 0)上の任意の点 Cにおける接線と、x軸、y軸と

の交点をそれぞれA, Bとする。点 Cは線分ABをつねに AC:CB = 1
: 2 に内分するとき、次の問に答えよ。

(1) yについての微分方程式を求めよ。

(2) (1)の微分方程式を満足し、点 (2, 1)を通る曲線の方程式を求めよ。

2. 第１象限にある曲線 C : y = f(x)は点 A(1, 1)を通り、次の性質を満
たしている。曲線 C上の任意の点 Pにおける法線と x軸との交点をQ
とし、点 Qより直線 y = 2xに下ろした垂線の足を Rとすれば、直線
PRは x軸と直交する。次の問に答えよ。

(1) 点 Pの座標を (a, f(a))とするとき、a, f(a), f ′(a)の間に成り立
つ関係式を求めよ。

(2) y = f(x)が満たす微分方程式を求めよ。

(3) f(x)を求めよ。

3. 関数 f(x) (x > 0)は、f(1) = 0, x > 0の範囲で f ′(x) > 0とする。さ
らに、曲線 C : y = f(x)上の任意の点 P(t, f(t))における曲線 Cの接
線、および法線が y軸と交わる点をそれぞれQ,Rとするとき、4PQR

の面積が 1
2 t(t2 + 1)に等しい。このような f(x)をすべて求めよ。



微分方程式演習 No12 図形への応用 組 番 氏名

1. x = 0で定義された単調増加で微分可能な関数 y = f(x)が 2点 (0, 0),
と (2, 2) を通る。任意の x > 0 に対し、４点 (0, 0), (x, 0), (x, f(x)),
(0, f(x))を頂点とする長方形は、y = f(x)のグラフによって上部と下
部に分かれ、その面積比がつねに 3 : 2 になっているという。y = f(x)
を求めよ。

2. xy 平面上で点 (1, 2)を通る曲線 y = f(x)を x軸のまわりに回転した

曲面と、定点A(a, 0),動点 P (x, 0)において x軸に垂直に交わる２平面

によって囲まれた回転体 Vがある。ただし、0 5 a 5 xとする。いま、

Pを通り切り口の円を底面とし原点 Oを頂点とする直円すいの体積が
つねに Vの体積の 2

3 に等しいという。

(1) f(x)に関する微分方程式を作れ。

(2) f(x)を求めよ。

(3) aの値を定めよ。

3. 任意の正の数 tに対して、曲線 y = f(x) (f(x) > 0)の区間 [0, t]にお
ける弧の長さが曲線 y = f(x)と両座標軸および直線 x = tで囲まれた

図形の面積に等しいとする。このとき、次の各問いに答えよ。

(1) y = f(x)が満たす微分方程式を求めよ。

(2) g(y) = log(y +
√

y2 − 1)を yで微分せよ。

(3) f(0) = 1を満たす (1)の微分方程式の解を求めよ。



微分方程式演習 No13 物理学への応用 組 番 氏名

1. 1杯のコーヒーが 90◦に温められている。室温 10◦Cの部屋に 3分間放
置したら 70◦Cになった。コーヒーの温度が 55◦Cに下がるのは最初か
ら何分後か。ただし、室温は一定とし、温度の降下速度は周囲の温度

との温度差に比例するものとする。

2. 砂糖が水に溶ける速さは、溶けずに残っている砂糖の量に比例すると

いう。100g の砂糖が最初の 10秒間で 60g 溶けたとする。

(1) 次の 10秒間には、さらに 何 g 溶けるか。

(2) 最初の 5秒間には、何 g 溶けたか。

3. 速度に比例する空気抵抗を受けて真下に落下する物体がある。

(1) 時刻 tにおける速度 vはどんな式を満たすか。(ただし、重力の加
速度を g とする。)

(2) 初速度 0で落下し始めたとき、t秒後の速度 vを求めよ。

(3) この物体が落下し始めてから x秒間に落ちた距離を求めよ。



微分方程式演習 No14 物理学への応用 組 番 氏名

1. 断面積が 20cm2の円柱形の水槽の底に、面積が 2cm2の小さな穴があ

り、水が流出している。水の深さが xcmのとき、穴から水の出る速さ

を
√

2gx cm/sであるとして深さ hcmまであった水が全部流出するま

での時間を求めよ。ただし、g は重力の定数である。

2. 200g の食塩を溶かした 300l の溶液を入れた容器に毎分 9l の割合で

水を注入し、同時に毎分 6l の割合で溶液を排出する。溶液濃度はつね

に一定に保たれているとする。時刻 t における容器内の食塩の量を xg

とすると、食塩の量の減少する割合 − dx

dt
はその時刻における濃度に

比例する。

(1) − dx

dt
の満たす方程式を作れ。

(2) 容器内の食塩の量が 50g になるまでに要する時間、およびその時
刻における容器内の溶液の体積を求めよ。

3. ウサギとカメが 1000m の距離を競走した。カメは 5m/分 の速度で

出発し、休むことなく歩き続けたが、進むにつれて速度が 1m あたり

0.001m/分 の割合で連続的に落ちた。ウサギは全行程を通じ、200m/

分 の速度で走り続けたが、途中でひと休みした結果、カメはウサギ

より１分早くゴールに着いた。ウサギは何分休んでいたか。ただし、

loge 2 = 0.693, loge 5 = 1.609とする。


