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例１　楕円曲線への群 Z3 の作用（易）

-

6

O

E : y2 = x3 + 1 ⊂ C2 : 楕円曲線とする

σ : (x, y) −→ (e3x, y) によって、E に G =
⟨σ⟩ ∼= Z3 が作用する。(e3

3 = 1, e3 ̸= 1)

E の有理関数体 C(x, y) = Q(C[X,Y ]/(Y 2 −
X3 − 1)) にも G が作用する。

σ(x) = e3x, σ(y) = y, y ∈ C(x, y)G ∴
C(x, y)G = C(y)

P = (1 : 0 : 0) ̸∈ E を中心とする射影 πP : (x, y)→ y が包含写像を引き起こ
す。πP

∗ : C(y) = C(x, y)G ↪→ C(x, y)

deg(x3 − y2 + 1) =# Z3 より C(x, y)/C(y) は3次のガロワ拡大、ガロワ群
は Z3



例１　ガロワ点

図形でいうと、楕円曲線 x3 = y2 − 1 は、ガロワ点 P = (1 : 0 : 0) を持ち、

そのガロワ群は Z3 である。

ガロワ点とガロワ群は対称性を表現している。

複素射影空間は、連比 (a : b : c) 全体であり、c ̸= 0 となる点全体が (a : b :

c)←→ (ac ,
b
c) これが有限部分の平面を表す。c = 0は無限遠直線。

定義方程式は X3 = Y 2Z − Z3

関数は、f(XZ ,
Y
Z) すなわち、

n次の同次式

n次の同次式



例２　楕円曲線への群 Z4 の作用（易）

-

6

O

E : y2 = x3 + x ⊂ C2 : 楕円曲線とする

σ : (x, y) −→ (−x, e4y) によって、E に G =
⟨σ⟩ ∼= Z4 が作用する。

E の有理関数体 C(x, y) = Q(C[X,Y ]/(Y 2 −
X3 −X)) にも G が作用する。

σ(x) = −x, σ(y) = e4y

xσ(x) = −x2 ∈ C(x, y)G ゆえ、t = x2 ∈ C(x, y)G とおく。

y2 = tx+ x から x =
y2

t+ 1
∈ C(y, t) よりC(x, y) = C(y, t)/C(t)



例２　ガロワ点

πP
∗ : C(t) = C(x2) = C(x, y)G ↪→ C(x, y) = C(y, t)

P = (1 : 0 : 0) を中心とする射影 πP : (y, t)→ t から引き起こされる。

t = x2 =

(
y2

t+ 1

)2

∴ y4 = t(t+ 1)2

deg =# Z4 だから、C(y, t)/C(t) は4次のガロワ拡大 : y4 = t(t+ 1)2

これは、既約多項式で、C(y, t) = C(x, y) なので、C : y4 = t(t+ 1)2 は種数

1の特異平面4次曲線で、ガロワ点 P = (1 : 0 : 0) ̸∈ C を持ち、ガロワ群は Z4

である。特異点は (y, t)=(0,−1)



例３　楕円曲線への群 Z3
⊕2 の作用(平行移動を含む)

E : y2 = x3 + 1 ⊂ C2 : 楕円曲線とする

σ : (x, y) −→ (e3x, y), τ : (x, y) −→
(

2− 2y

x2
,
y − 3

y+ 1

)

によって、E に G = ⟨σ, τ⟩ ∼= Z3
⊕2 が作用する。C(x, y)にも作用する。

t = y+ τ(y) + τ2(y) = −yτ(y)τ2(y) =
y(y2 − 9)

y2 − 1
∈ C(x, y)G

y =
t(y2 − 1)

y2 − 9
=

tx3

x3 − 8
∈ C(x, t) より、C(x, y) = C(x, t),

不変元を求める、生成することを示す、定義方程式を計算することが難しい。



例３　ガロワ点

σ(x) = e3x, τ(x) =
2− 2y

x2
=

2((1− t)x3 − 8)

x2(x3 − 8)
.

πP
∗ : C(t) = C

(
y(y2 − 9)

y2 − 1

)
= C(x, y)G ↪→ C(x, y) = C(x, t)

deg =# GゆえC(x, t)/C(t)はガロワ拡大 : x9−(t2+15)x6+48x3+64 = 0

これは P = (1 : 0 : 0) を中心とする射影 πP : (x, t)→ t から引き起こされる。

C : x9 − (t2 + 15)x6 + 48x3 + 64 = 0 は種数1の特異平面9次曲線で、特異

点 ( 0 : 1 : 0 ), ガロワ点 P = (1 : 0 : 0) を持ち、ガロワ群は Z3
⊕2 で

ある。



やったこと

種数１の平面曲線 C はどんなガロワ点をもつか。その群と曲線の定義方程式を決

定する。

平面楕円曲線の Weierstrass 標準形は、y2 = x3 + 1, y2 = x3 + x

これと双有理同値な曲線 C (有理関数体が一致する)に作用する有限群 G と不変

元 t を使って、C(s, t) = C(x, y) を満たし、C(s, t)/C(t) がガロワ拡大となる

ような、G をすべて決定した。

すべての可換群Gに対して、定義方程式を決定した。いくつかの非可換群に対する

定義方程式を決定した。次数は t を係数として、最高次係数が１で、t も変数とみ

て、最高次数が群の位数と一致する必要がある。



目標

無限体 k 上の超越拡大体 K は、純超越拡大体上の代数拡大（単拡大）となる。こ

れは、射影空間内の超曲面（余次元1）を考えることである。代数拡大はガロワ群

で調べるのが普通であり、代数多様体ではいろいろなことがわかっているので、体

のガロワ拡大を代数多様体として調べることが目標である。

今回の方法は、曲線で、次数あるいは種数（非特異なら同じこと）を決め、非特異

モデルに作用する群を定める。その群をガロワ群にもつ（特異）平面曲線を作る。

Galois 点（射影の中心。体の拡大がGalois）がたくさんあると、図形の対称性は

高い。Galois 群で、対称の形がわかる。対称性は、分岐被覆で考えている。



なぜ？

なぜ種数１？ なぜ楕円曲線と言わない？

なぜその標準形？ なぜその群？

なぜその作用？ なにが新しいの？

ガロワ点てなに？ 対称性はどこで出てくるの？

次の問題は？

Galois 点はどれだけあるか
Galois 群にはどんなものがあるか
Galois でないとき、Galois 閉包との関係は
異なる Galois 群をもつ曲線が存在するか？
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楕円曲線上の有限位数の自己同型

有理曲線（種数0）については、ほぼ終わり。次は楕円曲線（種数1）。

楕円曲線 E は、格子 L を用いて、E = C/L と書ける。E は普遍被覆 C を持
ち、同型 σ : E → E は、正則関数 σ̃ : C→ C (∀λ ∈ L : σ̃(z+λ)− σ̃(z) ∈ L)
に拡張できる。E は弧状連結、Cは弧状連結で単連結、射影は、局所同型。

C σ̃−→ C
π

y π

y
E

σ−→ E

σ(z + λ)− σ(z) は離散集合 L に値をとる連続関数だから定数。



∀λ ∈ L :
dσ(z + λ)

dz
=

dσ(z)

dz
なので、導関数はコンパクト多様体 E 上の正

則関数となり、楕円曲線 E 上で定数。

これから、σ が1次式となる。

座標変換して(σ 1つを考えているので)、σ(z) = cz と書ける。

この c を決定する。



1次式の係数（１）

σ が有限位数をもつ同型だから、∃n ∈ N : cn = c. c ̸= 0 より、|c| = 1.

格子を L = {m+nω | m,n ∈ Z} と表すとき、cL ⊂ L から∃m1,m2, n1, n2 ∈
Z : c = m1 +m2ω, cω = n1 + n2ω

m2 = 0 なら c ∈ Z であり、m2 ̸= 0 なら c ·
c−m1

m2
= n1 + n2 ·

c−m1

m2
.

これから、c2 − (m1 + n2)c− n1m2 + n2m1 = 0

c ∈ C, |c| = 1, cは整数係数のモニック(最高次の係数=1)な2次方程式の解な

ので、c = ±1, ±i, ζ3, ζ32, これを示す。



1次式の係数（２）

Xn− 1 = (X2− pX + q)f(X) + kX + l とおき、X = cを代入すると、c が

複素数であることから、k = l = 0.

整数係数の多項式を、モニックな整数係数の多項式で割ると、商と余りも整数係数

の多項式になるので

Xn− 1 = (X2− pX + q)(Xn−2 + · · ·+ a) であるが、定数項は qa = −1 と

なり、q = ±1. よって q = c · c = |c|2 = 1 かつ c+ c = p ∈ Z. これを満たす

のは、p = −2,−1,0,1,2 から、c = −1,±e32,±i,±e3,1

c = ±1, ±
√
−1 (Q(ω) = Q(

√
−1) : 虚数乗法をもつ)

c = ±1,
±1±

√
−3

2
(Q(ω) = Q(

√
−3) : 虚数乗法をもつ)

c = ±1 (otherwise)
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格子による自己同型の決定

G を E の自己同型よりなる有限群とする。

前回の話より、G ∋ σ は σ(z) = cz + d (c = ±1, ±i, ±e3) と書ける。

cについての制限は、E = C/L (L = {a+bω | a, b ∈ Z}) と書いたとき、cL ⊂ L
なのでc = a+ bω, cω = a′+ b′ω となることから出たが、このとき、cが虚数な
らQ(c) = Q(ω) である。したがって、L のωによって、cの値が制限される。

φ : G → C : cz + d → c とすると、φ(G) は C の単位円周上の有限集合で
できた群なので、原始元が存在する。それを c とし、座標変換をすることにより、

G ∋ σ : σ(z) = cz としてよい。

このとき次は split exact sequence なので G ∼= G0⋉GT . G0, GT は可換群。



平行移動１

1→ GT (= Kerφ) −→ G
φ−→ G0(= Imφ)→ 1

GT は平行移動を表す。GT の元は z + d と書けるが、これを d と表す。

GT の元は有限位数をもつので、d =
a+ bω

n
(a, b ∈ Z)と書いてよい。

ここで、(a, b)とnは共通因数をもたないとしてよい。

ψ : GT → C :
a+ bω

n
→

a

n

の像は、[0,1) で、差が整数のとき同一視することで群を成している。

a
n > 0 の元があれば、正で最小のものが生成元になっているので、それに対応す
るGTの元をd0とする。



平行移動２

GT/⟨d0⟩は、有限群であり、bωとかけるので、もしGT ̸= ⟨d0⟩ なら原始元がある。

a
n > 0 の元がないときも含めて、

GT = 1,

∼= Zn(= ⟨an + b
nω⟩),

∼= Zn ⊕ Zm (= ⟨an + b
nω,

1
mω⟩)· · · A⃝

有限群 G = Zn ⊕ Zm = ⟨x, y⟩ のとき、

ord(x+ y) = L.C.M(ord(x), ord(y)) ゆえ A⃝ において m | n としてよい。



平行移動３

σ を G0 の生成元とする。GT ∋ τ に対して

στσ−1(z) = στ(c−1z) = σ(c−1z + d) = z + cd

より GT は G0 の元による内部自己同型によって不変なので、GT ⊃ ⟨τ, στσ−1⟩

GT が1次元のとき、d =
a+ bω

n
を原始元とすると、cd = λd (k ∈ Z) とな

る。可換群となるのは cd = d すなわち λ = 1 のとき。

ω = c = e3 のとき、ω · a+bω
n = λ · a+bω

n ∴ aω+b(−ω−1)
n = λa+λbω

n



有限群G

−b ≡ λa mod n, a− b ≡ λb mod n

これから(λ2 + λ+ 1)a ≡ 0, (λ2 + λ+ 1)b ≡ 0 mod n となる。

(a, b) はnと共通因数をもたないので、n | λ2 + λ+ 1

ω = c = e4 のときは同様に n|1 + λ2. 他の場合も同様。

c = −1 のときは、n | λ+ 1.

#G0 = 1 のとき、G = GT = Zn, Zn ⊕ Zm (m | n)

#G0 = 2 のとき、G = Z2, Z2 ⋉ Zn, Z2 ⋉ (Zn ⊕ Zm) (m | n)

#G0 > 2 のとき、G = G0, G0 ⋉ Zn, G0 ⋉ (Zn ⊕ Zm) (m | n), n,mは . . .



可換群

#G0 = 1 のとき、G = GT = Zn, Zn ⊕ Zm (m | n)

#G0 = 2 のとき、G = Z2, Z
⊕2
2 , Z⊕3

2

#G0 > 2 のとき、G = G0, Z
⊕2
3 , Z4 ⊕ Z2

#G0 > 2 のとき、n の条件は難しい。

きちんと判定できないか？　が次回の話題。
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平行移動の条件と数論

有理整数 k が存在して n | 1 + k2 が成り立つのは、n が4で割ると1余る有理

整数の積かまたはその2倍である。

有理整数 k が存在して n | 1 + k+ k2 が成り立つのは、n が3で割ると1余る

有理整数の積かまたはその3倍である。



前半の証明１

Z[
√
−1] はユークリッド整域なのでUFD。n = p1 · · · pl を Z での素因数分解と

する。

n = p1 · · · pl | (1− k
√
−1)(1 + k

√
−1)

pj が、Z[
√
−1] で素数とする。1−k

√
−1 の因子としてよい。pj(a+ b

√
−1) =

1− k
√
−1 と書けるので、apj = 1 となり、pj = ±1となって矛盾。

よって、pj は Z[
√
−1] で素数でないので 2 または、4 で割った余りが 1 の素数。

さらに、22 が n の約数になると、2 = (1+
√
−1)(1−

√
−1), (1+

√
−1)2 =

2
√
−1, (1−

√
−1)2 = −2

√
−1 ゆえ、2がnの約数となり、上と同様に矛盾す

る。よって、22 は n の約数にはならない。

4で割ると1余る奇素数 p は,任意のm ∈ Z≧0 に対してp
2m = a2+ b2, ab ̸= 0,

(a, b) = 1 と書ける。



前半の証明２

a, b, c, d ∈ Z が (a, b) = 1, (c, d) = 1, (a2 + b2, c2 + d2) = 1 のとき

(a2 + b2)(c2 + d2) = A2 +B2 , A,B ∈ Z , (A,B) = 1 となる。

a2 + b2 (a, b) = 1 は、ある A ∈ Z が存在して 1 +A2 の約数となる。

n を素因数分解して、2以外の素数のべきを2mに増やした数を N とする。この

N に対して成り立つことが証明できる。



後半の証明１

1+ k+ k2 は奇数。Z[
√
−3] はユークリッド整域なのでUFD。n = p1 · · · pl を

Z での素因数分解とする。

n = p1 · · · pl | (1− ke3)(1− ke32) | (2 + k − k
√
−3)(2 + k+ k

√
−3)

pj が、Z[
√
−3] で素数とする。2 + k − k

√
−3 の因子としてよい。pj(a +

b
√
−3) = 2+k−k

√
−3 と書けるので、apj = 2+k, bpj = −k. ∴ (a+b)pj =

2. pj は奇数なので、矛盾。

よって、pj は Z[
√
−3] で素数でないので 3 または、3 で割った余りが 1 の素数。

さらに、32 が n の約数になると、3 が 2 + k − k
√
−3 か 2 + k+ k

√
−3 の

約数となる。上と同じ理由により矛盾。よって、32 は n の約数にはならない。

3で割ると1余る奇素数 p は,任意のm ∈ Z≧0 に対してp
2m = a2+3b2, ab ̸= 0,

(a, b) = 1 と書ける。



後半の証明２

a, b, c, d ∈ Z が (a, b) = 1, (c, d) = 1, (a2 + 3b2, c2 + 3d2) = 1 のとき
(a2 + 3b2)(c2 + 3d2) = A2 + 3B2 , A,B ∈ Z , (A,B) = 1 となる。

奇数 a2 + 3b2 (a, b) = 1 は、ある A ∈ Z が存在して 1 + A+ A2 の約数と

なる。

a2 + 3b2 = (a + b + 2be3)(a+ b+ 2be3) が奇素数で、(a, b) = 1 だから
(a+b,2b) = 1 なので(a+b)x+2by = 1 と書ける。(a+b+2be3)(x−ye3) =
1−Ae3, (1−Ae3)(1−Ae3) = 1 +A+A2

n を素因数分解して、3以外の素数のべきを2mに増やした数を N とする。この

N に対して成り立つことが証明できる。

次回は、群の楕円曲線への作用を考える。
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図形としての楕円曲線と自己同型の回転

束 L = Zω1 + Zω2 に対して、℘(z) =
1

z2
+

∑
ζ∈L\{0}

{
1

(z − ζ)2
−

1

ζ2

}
を

Weierstrass のペー関数という。

℘′(z) = −2
∑
ζ∈L

1

(z − ζ)3
.

Φ : C/L −→ Φ(C/L) ⊂ P2(C) z →
{

(℘(z) : ℘′(z) : 1) (z ̸= 0)
(0 : 1 : 0) (z = 0)

像の方程式は、y2 = 4(x− u1)(x− u2)(x− u3)

ただし、u1 = ℘

(
ω1

2

)
, u2 = ℘

(
ω2

2

)
, u3 = ℘

(
ω1

2
+

ω2

2

)



回転１

Weierstrass の標準形 : C/(1, ζ3) : y2 = x3 + 1, C/(1, i) : y2 = x3 + x

Z2 の作用は、σ(z) = −z なので、σ(x) = ℘(−z) = x, σ(y) = ℘′(−z) = −y

℘(−z) = 1
(−z)2 +

∑
−ζ∈L\{0}

{
1

(−z+ζ)2
− 1

(−ζ)2

}
= ℘(z)

℘′(−z) = −2
∑
−ζ∈L

1
(−z+ζ)3

= −℘′(z)

Z4 は y2 = x3 + x に作用し、σ(z) = e2z なので、σ(x) = ℘(e2z) = −x,
σ(y) = ℘′(e2z) = e2y

℘(e2z) = 1
(e2z)2

+
∑
e2ζ∈L\{0}

{
1

(e2z−e2ζ)2
− 1

(e2ζ)2

}
= −℘(z)



回転２

℘′(e2z) = −2
∑
e2ζ∈L

1
(e2z−e2ζ)3

= e2℘
′(z)

Z3 は y2 = x3 + 1 に作用し、σ(z) = e3z なので、σ(x) = ℘(e3z) = e3x,

σ(y) = ℘′(e3z) = y

℘(e3z) = 1
(e3z)2

+
∑
e3ζ∈L\{0}

{
1

(e3z−e3ζ)2
− 1

(e3ζ)2

}
= e3℘(z)

℘′(e3z) = −2
∑
e3ζ∈L

1
(e3z−e3ζ)3

= ℘′(z)

Z6 は y2 = x3+1 に作用し、σ(z) = −e3z なので、σ(x) = ℘(−e3z) = e3x,

σ(y) = ℘′(−e3z) = −y



このやり方で、平行移動を計算することは非常に困難である。

実は、楕円曲線には加法群の構造がある。それは、複素平面上の加法を引き継いで

いる。次回は、曲線上の加法を見てみよう。



種数１の曲線のガロワ点とガロワ群

第1回：何をやったのか
第2回：楕円曲線上の有限位数の自己同型
第3回：格子による自己同型の決定
第4回：平行移動の条件と数論
第5回：図形としての楕円曲線と自己同型の回転

第6回：楕円曲線上の加法

第7回：楕円曲線の加法と平行移動
第8回：楕円曲線上の因子
第9回：例

新津高校 金沢光則



楕円曲線上の加法

楕円曲線 E は3次曲線なので、直線と3点で交わる（Bezout’s の定理）。E 上
の2点A, Bを結んだ直線との3番目の交点を C′ とし、x 軸に関して対称な点を
C とする。(A, B) に対して C を対応させる2項演算は、和を定義する。これを
座標で計算する。(a, b) + (c, d) = (e, f) とすると、

y2 = x3 + x の場合は、e =
(a+ c)(ac+ 1)− 2bd

(a− c)2
,

f =
(3a2c+ c+ a3 + 3a)d− (c3 + 3ac2 + 3c+ a)b

(a− c)3
.

y2 = x3 + 1 の場合は、e =
−2bd+ ac2 + a2c+ 2

(a− c)2
,

f =
(3a2c+ a3 + 4)d− bc3 − 3abc2 − 4b

(a− c)3
.



楕円曲線上の2倍点

接線との交点を使うことにより、2倍点の公式を得る。

y2 = x3 + x の場合は、

2(a, b) =
(

(a2−1)2

4b2
, a

6+5a4−5a2−1
8b3

)

y2 = x3 + 1 の場合は、

2(a, b) =
(
a(b2−9)2

4b2
, b

4+18b2−27
8b3

)

　



有限位数の有理点

E : y2 = x3 + ax2 + bx+ c

に対して、D = −4a3c+ a2b2 + 18abc− 4b3 − 27c2 とおくと、点 (x, y) が

有限位数の有理点ならx,yはともに整数であり、y = 0 ( ⇐⇒ 2P = 0) または

y | D.

E : y2 = x3 + x では、(0,0):位数2

E : y2 = x3 + 1 では、(−1,0):位数2、(0,1),(2,3):位数3、(2,3):位数6

次回は、曲線上の加法構造を使って、群の作用を表現する。



種数１の曲線のガロワ点とガロワ群

第1回：何をやったのか
第2回：楕円曲線上の有限位数の自己同型
第3回：格子による自己同型の決定
第4回：平行移動の条件と数論
第5回：図形としての楕円曲線と自己同型の回転
第6回：楕円曲線上の加法

第7回：楕円曲線の加法と平行移動

第8回：楕円曲線上の因子
第9回：例

新津高校 金沢光則



楕円曲線の加法と平行移動

位数2の点は、y = 0で求められる。y2 = x3+xの場合は、(0,0),(e4,0),(−e4,0)

の3点。

(x, y) + (0,0) =
(
1
x,−

y
x2

)
= (τ1(x), τ2(y))

(x, y) + (e4,0) =
(
e4(x+e4)
x−e4 , 2y

(x−e4)2

)
= (τ2(x), τ2(y)).

(x, y) + (−e4,0) =
(
−e4(x−e4)x+e4

, 2y
(x+e4)2

)
= (τ3(x), τ3(y)).

x+ τ2(x) = x2−1
x−e4 ∈ C(x, y)⟨τ2⟩. τ1 では、次数の条件を満たさない。



平行移動2

y2 = x3 + 1 では、

4(0,1) = 2(0,1) + 2(0,1) = 2(0,−1) = (0,1)

から、3(0,1) = O

(x, y) + (0,1)=
(

2−2y
x2

, x
3+4−4y
x3

)
=
(
2−2y
x2

, y−3
y+1

)
=(τ(x), τ(y))

x+ τ(x) + τ2(x) =
y+ 3

x2
∈ C(x, y)⟨τ⟩



τ1 と τ2

τ2 を使って、Z2
⊕2 の作用をもつ曲線の定義方程式を得る。

4s4 − 4(e4t+ 2)s3 − (t2 + 4(2 + e4)t − 8(1 − e4))s2 + 2(2e4t
2 + (2 −

e2)t− 2(1− 2e4))s+ (t3 + 4t2 − 3e4t
2 + 4t+ 8e4t− 3) = 0

τ1 を使うと、

y4 + (2t− t3)y2 + t2 = 0 となる。

E : y2 = x3 + x −→ y4 + (2t − t3)y2 + t2 = 0 : (x, y) −→ (y, y
2

x2
) :

(0,1) −→ (1,∞) = (0 : 1 : 0) : 内ガロワ点

次回は、群をガロワ群に持つ曲線の定義方程式を得るために、曲線上の因子を計算

する。



種数１の曲線のガロワ点とガロワ群

第1回：何をやったのか
第2回：楕円曲線上の有限位数の自己同型
第3回：格子による自己同型の決定
第4回：平行移動の条件と数論
第5回：図形としての楕円曲線と自己同型の回転
第6回：楕円曲線上の加法
第7回：楕円曲線の加法と平行移動

第8回：楕円曲線上の因子

第9回：例

新津高校 金沢光則



楕円曲線上の因子１

E : y2 = x3 + 1 上で、因子 (x) を計算する。

E : Y 2Z = X3 + Z3 と射影平面上の式で考える。

(x) =
(
X
Z

)
なので、X = 0 のときとZ = 0 のときを考える。

X = 0 のとき、(Y − Z)(Y + Z)Z = 0 から、

交点は (0:1:1), (0:−1:1), (0:1:0)

Z = 0 のとき、X = 0 から交点は (0:1:0)



楕円曲線上の因子２

点 (0:1:1) では、Z = 1 で考えて、y = x3 + 1 上の点 (0,1) において、(x)

の係数を求める。平行移動して、yをy−1に置き換えると、y = x3 上の点 (0,0)

における正則パラメータはxなので、(x)の係数は1である。

点 (0:−1:1) では、Z = 1 で考えて、y = x3 + 1 上の点 (0,−1) において、

(x) の係数を求める。平行移動して、yをy+ 1に置き換えると、y = x3 上の点

(0,0) における正則パラメータはxなので、(x)の係数は1である。

点(0:1:0)では、Y = 1 で考えて、z = x3+ z3 上の点(0,0) において、(x) の

係数を求める。x3 = z(1− z2) で、1− z2 は可逆元だから、正則パラメータは
x, z ∼ x3. よって、

(
X

Z

)
=
(
x

z

)
= (x−2) = −2(x)



楕円曲線上の因子３

(x)0 = (0 : 1 : 1) + (0 : −1 : 1), (x)∞ = 2(0 : 1 : 0)

よって (x) = −2(0 : 1 : 0) + (0 : 1 : 1) + (0 : −1 : 1)

(y) = (YZ), Z = 0 とすると X = 0 なので Y = 1 として、x3 = z − z3 ゆ
え、正則パラメータは　x なので、(1

z) = (x−3) = −3(x).

よって (y)∞ = 3(0 : 1 : 0) から

(x) + (y)∞ = (0 : 1 : 0) + (0 : 1 : 1) + (0 : −1 : 1) ≧ 0

次回は、群を具体的に決めて、それに対する曲線の定義方程式を求める。



種数１の曲線のガロワ点とガロワ群

第1回：何をやったのか
第2回：楕円曲線上の有限位数の自己同型
第3回：格子による自己同型の決定
第4回：平行移動の条件と数論
第5回：図形としての楕円曲線と自己同型の回転
第6回：楕円曲線上の加法
第7回：楕円曲線の加法と平行移動
第8回：楕円曲線上の因子

第9回：例

新津高校 金沢光則



非可換の例 ： D3

E : y2 = x3 + 1 · · · 1⃝, σ(x) = x, σ(y) = −y, τ(x) = 2−2y
x2

, τ(y) = y−3
y+1

t = x+ τ(x) + τ2(x) =
y2 + 3

x2
(· · · 2⃝) ∈ C(x, y)⟨σ,τ⟩

(t)∞ = 2(0 : 1 : 0) + 2(0 : 1 : 1) + 2(0 : −1 : 1),

(x) = −2(0 : 1 : 0) + (0 : 1 : 1) + (0 : −1 : 1),

(y) = −3(0 : 1 : 0) + (−1 : 0 : 1) + (−e3 : 0 : 1) + (−e32 : 0 : 1)

よって
(
y
x

)
+ (t)∞ > 0



そこで、s = y
x · · · 3⃝ とおくと、 1⃝ , 2⃝ , 3⃝ からy を消去して tx2 = x3 +

4 · · · 4⃝, s2x2 = x3 + 1 · · · 5⃝. x について次数下げを行うと、x2 = 3
t−s2. さ

らに 次数下げを行い、x = 4s2−t
3 ∈ C(s, t). よって、y = sx ∈ C(s, t).

4⃝ , 5⃝ から 終結式により x を消去して

16s6 − 24s4t+ 9s2t2 − t3 + 27 = 0

次の仕事

(1) もっと大きな非可換群の例を作る

(2) 種数2以上の曲線に対して研究する
(3) 有理関数体とそのガロワ閉包の関係



終結式 resultant

f(x) = a0x
m + a1x

m−1 + · · ·+ am, g(x) = b0x
n + b1x

n−1 + · · ·+ bn

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 · · · am
a0 a1 · · · am

a0 a1 · · · am
b0 b1 · · · bn

b0 b1 · · · bn
b0 b1 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a0

nb0
mΠ(αi − βj)

f(x) = 0 の解を αi, g(x) = 0 の解を βj とする。

R(f, g) = 0 ⇐⇒ f(x) = 0, g(x) = 0 が共通解をもつ。

連立方程式から1文字を消去するために使える。

R(f, f ′) ∼ 判別式


