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g,aphs    sinoo th。
.●  ●●● ooly Anit。 ]y ittn, known di,む 。。●_.Oguは,

PREFACB

Tho p。 ,po,。  。i thi, th。.is i●  t。  =■。 . ●。☆ 棧
"l in g、

,ph th∞,y
lt o● ablos us l. ..● ]y′。 tho g,。 Ph ,t'● Ctu,●● ●り,0 ,y,tomotiOuy   I●
p・ ,tたol,, it p,ov,dos , p。

"。
,f● l t∞t in tho th.,ァ  。f di=l●●.●―rogu"

`''ph,   Wo 
●
`ll thi, method tho int。 ,。●●tion dttg,a■    w。 1:,3t iound

thi, m.thod in ,。 ,“,。 h on dl,こ h。 . dogroo ,。 gul“  ど、 ph●    Lot。 , it
hr。●d out to bo vory uooful in the tho。 ,y ∝  d:stanoo― ,。goLr g,aph=
Th● 。。n●。Pι  of d〔 st,4。 .―rogubrity o( a g,,ph wao introdu●

●d by
N L B:`=●  .b。、t t■.nty y●●■, ,g。 A 口,in ,ubj。 。t of the th。 。,y oi
dist,●。。―,●gula,g,aph, :, th。  .。mplot。 。Losiaoati。 .。,。n di,こ n。。_.●

=uio,

gr●ph, with givoh v。
1.。 oy k,  lt might b。  . 。ョtural pЮ b〕om t。 。L。,ry

di,t●●。._rogu:●r g,opht with a n峡。d ..l.noy k   E.wov。 , lt _● o _th。 ,
urA。 .:t p,。 bl.“  。●。n in th. caso t.0

Many,  but not 」l,  。f th。  たoown di●ほ no。_roguh graph, ゎ,v。
distn。。_t、n,,ti●● group ●。ti。●, A di,ぬ 。●。―,.=ul`r g,,ph which 

卜.v。

di,ほ n。。_troos,t●● grlup 
“
tion l, oJl● d ● diot節●。_t,on,iti、。 ′raph

BigJす  。,d smith .は,o■。d dist●●て。―tra O,itivo g,aph, with ■,3.4 (:5],
〔16] 116].[17〕 )   Ro●●ntly di,t=●。.― t,。●sitiv● grat h. 、ぉth ■■5,6,7 h。

"boo● 。1,..riod by lvanov `nd Gか oinar

Roは t● d  t。  ■ .  。は,。貿た。0ぉn pro01oゎ ,   ,。●0  ,p.●J  type,  。f
di,遺。c。_rogoL `,.pho w。.. .● diod do● ply   Bannd.  ib 

“

d oOコ。,。 11
●。コp!。 t● d th。  .1。,,i負。ati。● 。f M。。,. gr,ph, (〔2,, f7])   E■‐wo and
Sh,ikh^nd。 .。 tt]●d th。 。h。 ,。●ter:′

=tお
。 probl。

“
 。,Ham■。ま ,ch。 面に ″(" ●)

Jho●
=。
● ,。h●ぃ。 ′(α,o) ■o,o ,tud`ed by 

“

ny ,uth。 ,8: だまn。,, B。、。,



-3-

Lo● ker,  Nl●on, eto    R∝●●uy T,,wnligo, f●und a no☆  
“

othod whth

p,ovido, a ,ys“ 勁atた 。ppr∞Ch t● the charoct● ,iat:o● problom by usl● ζ

,赫  ,yst● m●

●
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ｉ
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，

Io 1983. :Va●o, p●∝ 。● ●n oっo●h―
"kl●
g thoo,。 ● w:tch ‐・

`o,to thエ

tho,o ‐ o o●ly ● :1● ito ●●●ber oi dit‐ hooヽ r● goL●  g_ph●  with rvoo

vJo●●y た ood Jirth ,〉 3   By 。
'ing iv`nov', ,d●

o,  Bi`g,, B。 8hi。, ,nd

Showo■ ●ylo, oomplotod tho oL,srに ,tion 。( dioLhoo― ■Og。ぃr grapho ●五th

vok●●●y t■ 3   1vanov', p‐Of i` not ,o long but ,oぃo☆卜,t comp■cat,d

Tho firtt ,ppLoatio● ●f inter● ∝ ●on d道J,amo to di`t●●oe―
`ogoL●

 g●,ph,

●■, obt,1●●d whon wo wo,●  ●●●rohing f● , ● ●iⅢplo p●∞ : o, Ivaoov'`

thoo■ om    Wo iound a vory ,implo p,oo: oi lv●●。v, ,o,ult by u,ing

int●●,● o↓ lo● dttg,oms   ln tho pⅢ
"f of tho 

●Ls,rl..tゎ 。 f●● =● 3, Big=●

Boohio■  ,nd  ShawoToyio, u,od puroly ooぃ もinatoHな l ,nd  `tru● turo

th∞ ,●tたol ●●thoO ●● ‐en ,s lvanov., 
“

●thod   Tho prooi of thoi, ,otult

Oooo口 o, mo,● olo`, by using into,,● Otl● o d:,gram,   rt。 , 。。mplo●●g tho

o,so d valo● oy th,“,  our noxt probbm i, to ol“ ,fy dl,饉 oo●―re=uは ,

g`,ph, with val●●●y t■ 4    Wo  havo oompleted tho oL,srio.tぉn of

di,t●●o●―■0=u歯  J●●ph` ■ith v,lo● oy■ ■ 4 ●nd Firth 9■ 3   Uだ。
'tuoま
oly,

it so●●, vory dJItult to oL● ●ピy di●tun● o―,o=● 1_ gr,ph● with valency

′●4 by ou, m● thod ooly   た ,hゅ , it ☆■l r● qoi,。 both olgobr,Ic method,

●●d ●。●o:。●|●
`,J mothod,

lo Chopto■ 1.  wo ●holl Jivo も,sio dofinitbn, and do,cribe ,omo

●1● mo●

“

■y ro,ults oonoo,ning the into● ,octbn dね g,oぃ , ●r go・
・
、、1 `'"h,

1●  Ch"ter 2  tho fi,st opplio● ●on d tho inler“ otおn diagram win bo

=i●
た。    ■● ●hall p,ovo ,omO i00qutttio` botwoo●  dig饉●。● do=r●●メ in

di,こnoe  d●
`=●

o  ,●
=uは
  `,'ph,    In  Chapto,3,  w。   ,hau  di‐ u,,

into,,●●tゎod垣
`,●"`of di,鶴

ooo― ,ogu●r groph,, ,nd Jivo すoぃo olomo,饉 ry
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P'。p。
'tie, 
●f d濾

=●
●m, and odgo potto,●●   In Ch,pt。 ,4.  ‐。 ,hall ●●●

●|● 0 ●pph。●●o●●oi btor,●●tおn di● g,ョm, t● dttanc●―●。gular J“ ph●   In

S● otおn 4 1, w。 ,han g:v●  。 =hort p●‐ f o' Iマo,ov.` Th`。 ,●
"   W●
 havo

obし菫●od = `ooo● ●: 1● oquョhty b● t●●●n intα
=●
●●oh numbo,, whioh ‐  bo

p●。マ。d in Sootわ o42    1n ●●●tおo 43  wo ,h」 l po●● ` re‐ lt ●bout

inぬ r●●otion a,,oyt whioh i●  vory u● o:ul in ro。 。8“h 。。 d:`撼noe―re,断

gr●Ph, lo  Chopto■ 5,   wo  shall  de,oribo  tho  oL=o饉
“

tわo  o,

di,toた o―,og010● g●●ph● with ●01。●oγ  f●ur and girth thro●

i thank E BonoJ,  H E● o●ol● and T Ito :o, tho■  =o==。
'tl●
n,

―

―
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CHApTER ONE

Pr●uユ山 all■●●

1l   G“ ph8

1● tbi, '。でtl● o WO dO●●ribo ∞●● doiinitb● = 
。。0。0'nin■ `'Oph`   A

97● pた  0● (y,E) i' 
。 p●工  。i o AO■。 '。t y .。

d a 80t E 。。n,tting d

p由,,(● .ワ ) 2,。 こ V. 
“

≠ O   An olement of V ig oo‐ 0 ● 
。確
` Oi C

,nd 。● ●l。
"。
nt O' E ig o● ■。d an 配 9● 。i C   Wo d・・

。t。 `0 0dg。  1●,ワ〕

(2.。 こ7' 8imply by ●lυ   T"。
 V。
'tl●
。3 ●. ν O'。 こ た 0“: ヨ 

“

炒 鶴 
・
。

●dgo of O   A "0`た  Of longth r i,。
m ` vo,te, ● to a oヽrtoX 。 1' ●

,o,t,●f(ア'1)マ
。rti。。
' '0. 
●1'    ' `' 

°i V｀
'th =′`.l C E f・

t

O≦ iく ,   A Walk Of longth ' 。。n`i't'ng d di●
t'●Ot Ve,悦。。, 1, 。au●d o

":九

 ♂ longth ′ (。' 7-":九
)   A ●●lk l,o口  ● to , i= '● ●

d to b。  こ∝配

_9o力 )i,● 。お
“
d 」́ k Oi l● Ogth `

r ● =υ   A 9。
ι。 。
' l・
・
gtト ア (。●

(ァ ≧ 3) oonoioting ●f ' diotinot V●
rJで。,    C i●  0●r"d`ご  ぜ お' 0｀

0,y

po, (。 ,。 )。
' V。
'tた
o, thO,。  ●■'t, O pth i,。

面 ' t。 '   An g,,ph, will

b● a,,●●●d t● bO ●On●。。tod   For t●
● V。 ,い。。, 

“

, 0,  Wo doAn● th0

d(謹 mtt b●tW。●● ●  ● tO bo th。  1。n`th O' 
。 ,hO't。,t pOth imm ● " 襲

Then V b●●。m。日 , コet,io ,pBC。  悧th th。
 口。t●● a   The 

“

●m′er d(G)

●f Ci, th。  ●●●mu口 di,t●●。。 botW●。● 
0ヽ'●●●● ●f G   Th。 い

"九
9(a)1●

th。 ●inimun l● ●・gth 。= 
。y。 1●● h 6   F。 ' 0 

●。
't●
メ 
“

 10 G ●nd お ' an

intog。
` 
ア. 慟 o ,pher。 " rad● ● ' "th th。

 。。nte■  ● i` d。00ted by

―

，

―

「 .(●
)● 1'こ Vl ∂〈',2)●

r).
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ョnd tho bou 。′ ,。 diu● ′ 1, doぉtod by

A,(● )・ 〔,C ′ l a(■ .・,`′ ,

Tho ,i`● ●f r,(υ ) 1, oallod  th。  ,―a di,`α ヵ.●  d●●●●● 。1 ●    Tho  l―th

diotanoo do=,● o げ  o i、 
“

n.d tho Ⅲ ,e● d ● 。nd doootod by α
c(″
,   A

●。ll pl● t● g,,ph `n i3 ● g''ph ‐ith " v● ●tiooo,  who●● ●d`● `ot E ●00',● t●

o, oll p・・ ● o, vo,tio●● in C   A gr● ph C i, コⅢd t● b● ypo,`t:. J 6

oo● 0■●
` 
●o oy010' d odd lohJth    ピ σ i, a bipa,● ぬ graph.  tho,o i,

● pき titおo y=χ ∪ ろ χ tt γ≠ ,, ●nd tho,o io ●o oag。 1.=ido X ,nd r

r th. 
・
dgo すot F oo●toin, au p●ょ、 `y(″ Cχ,yc r)  C io ●●llod o

●●‐pl● 7● 況″ |● :●

=r●
Ph,whio■ お donot●d by`.,"wh。

'。
た,"domol●●

tho numも o, of oヽrt,o●● in ,ら  F roopooivoly

12  1nt● T`● otl● n D鐵
“

口 o

Lot C● (V.β )b。 ● 。。hn00tOd g,`Ph   Fo, two ●o,tioo, ●.つ Ond fo■

‐ oi● t●Jo,o ',', "O dOiino

■2p・「メ●∩r,0,
tho into■●ootb●  of two ,pho,o,    :' tho,o l● `● od go ■  宙 th 夕 て ρ【1・ ,つ )

yCD『 (・ .υ,, th。 , W。 =ot

,.■ ∂(2,y)` 0(ツ ,`)● 0(2.y,■ ,,1

,● 0(● ′)≦ 0(2.y)● 0(y,`)・ 7'｀ 1

Sim上 ,v wo h`Vo S'≦ ,'l S≦ S''l  So Wo Jot the folll● ing lem■ ,

Iヵぬm ll   ,メ  17-7'| ≧2 ″  |,S'| ≧ 2,  lllけ
`is ,o 2●

● 
… "

'[(2。・
殖つζ(・ `"
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Iκ↓ ∂|●.o)●
`,  and Lko , Vo,toX , in

′● 0(“ ,′ ,≦ 0(● ,ワ )■

,・ 0(υ,2)` ∂(。 ,2)'

Th:日  Impli●● 1,―,| ≦ι  thu, Wo got

リト,"
0(″′)●

0(●,,)●

Thon wo h●vo

`,s,
r,,

しo■m,12 ″|,,>0(● ,0, り3● ,● `m.y

Fo,は od vortl● o,2,● hC We c。■いo io離 くヽに0し ,`th・ 1″"菫“
o"

dior"・ 。
= 
ε ‐ th ●●,p●ot to(2,,'   NoW f破  ●● ●dgo ●o in C, ●●d put

(・ D3・ ,υ" By bb“
。12,つ:お・‐ptyお, ,sl≧ 2.6。 Wo h,V。

(':与
,,・
1つI.11∪ 〔り子17U(p:° ′` (dね

'd。

り
Wo draw tho inter,otお n dttgr。● ,, fo■ow`

whc,o , line botwoon two oo● p。●。nt, oi tho family (つ【〕,`. lndК短t。 ,

p●,`:bihty of oメ i,1●●。o oi odgo8 oonOocting botwo● n thom

Ｏ

ｌ

　

　

　

１

０

Ｄ

Ｉ

Ｉ

Ｉ
Ｉ

Ｉ

Ｄ

一
一
　

　

　

　

　

　

　

●

●
　
　
　
　
　
　
　
　
　
●

Ed=● 職 t●●●●

Lot C● (7,F)b● ● ●。●●●●t● d `●●ph and tako two ●ortたo● し,″ ″

Fo■  o ●o,t●、 t in つ
:(・
υ) ・ 。 put tho ou● bo, of odg。 , f,om ● to

ooぃphentりζ(・ ,り 。̀お腋B

α
　
　
，
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《tξ (オ・ ,'・ |「 1● )∩ D〔:(υ″)

'oo』
thoね前け
“
`0■
"リ ソ

th。
`Ⅲ
″″̈
`ダ
o vo,to"h tho

into,oootも o diagr・ m of C wih ,o`p● ●t to (2″ )  Wo 6メ  
“

,υ, Ond Put

・夕2)・・夕″;2.。 )f・●。●。,v intOgo,″ ν By k■mol l,●夕=)● 0ゴ
lμ ―, I く l   Thu, wo コ●y 001y oonttdo, tho f● lk、読nJo

・11`L`;1に ,.。11(`),。♀1に).1・ら41″ ),11(′ ).・51に ).・:1(工 )
Thu` wo got tho foll● wing lemm=

Lom…・  13  F● T, C

ク ●"d 
γ ,o●rS oν" (-1,

〈
'  
Σ Iザに
'=μ ,ν

・t),・サ(・ )・

テ
=に

)・

:' `サ
(2)・

l‐)Σ ,1● )・
μ

Σイい・
μ

Σ・ム(り '
μ

つ
[(“ "震 ,,"'・

f・

““
И,9曜
““
。
'●
A‐●

0,+1)

Oc(`),

|「 1(2)∩
F_1(2).

|「 1(,,∩
F,(● ).

I「 1(2)∩
F,(2)|,

1「
1〈

,)∩ F,,1■ )|,

I Γl(`)∩「 ,〈
。).

IΓ l(2)∩「 ,_1(ツ
)
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DLanc●  ヽ g“o Re`uレ■ 0,ph=

21   贔  In● quallty oo Dお
…

o Dor●。3

Lot C● (y,F)0●  ● 。。。●00t‐d `,,ph With th● vo,tox ●●t V ond tho

,dg● ∞ t ふ   C iS ,dd to bo と ,10■●● d,●7o, '09● ●7 r tho ・ 。・ t・ o●

|「 i(υ
)l ・  l r`〈υ)|

卜o10, ′o, o,y Ver●oo, ●, ″ ●nd わ Ono=atⅣo intogo, 1    :o ● i●  o,,o,

tho i― th di`tooo●  dOg,●● o: , di● tanoo ●。し,o●  ●o■u10, g,`ph C i, t撻

numbo, I「
:(●
)1, Whioh Will bo d● ¨ tod by セi(6)。

, 。imply by た,   We

,0…●●k th,t r C iS di,鬱n。● dog,oo ■●J● ●r,  thon

CHAPTER TWO

`A`に)●
品与

hold,  Wo Sh●u=わ。W

(1)

Theo,om 21   L●ι ε
"α
o“い●0:d●‐dd`にお∝ 畿s,“ "9,:●

7F●2A

。●d ご(a)≧ 2:  ■卜●れ, /●● ωの■ i"`,9" ′, 1≦ 7<α (C', uた  力●●●

3■〈G)≧ a'1(ο・ o

Tho,om 22   ιo: Cと 0 け れecled o"dd`Slα tt d●●7●e,o9● ● ド｀Pた

crd α(C)≧ 2   ″

費
■0・ 2“ l(6)● 0               (a

施 :お ´, ,。珈″ 1■
`●

“

″ ', 1≦
'く
d(6) 20 カ0"



Gl‐
"●
‐

“

た わ ε
"[亀

],

働●・●●●2ご (c)● 1″ 2●〈ε)o"d"■与(G)′ 2

1o tho● boマ oヽ卜●o■o●. C=[`れ ]d。
"“ 'th。
●ompo,i●。。ごら by κ

“
,

who●● C,お th● ●。yol。 ●nd`mi'th。 ●。●plotoを ,oph●fmv● ,tお
“

Tho●¨
""tt¨

6● 61〔C」 。f Ol・ (γr βP by G2・ (り ,・
‐
2'1。
●greph‖ th

the vo,tox,ct yl× り,and tWo V。 ,●oo● 2● (γr・2)瓢do● ■1,。2)aro
d● :i●od to bo adぉ o● nt if [● 101 C El]Or 〔●1■。1 ,nd ・ 2υ2 C E2'
To p"● o tho ,もovo thoo,omo,  wo ●h● 11 ●●● tho f●lbwin■  ●hpl‐

〕●●●o
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Lo“●● 23   `″  o O o"d o め υ●・ ●
“
S O′ G ,●。● `ハ●

` 0(●
,0,・ ●,

δ(0,0)●
" 0●
● 0(。 ,o)● η●"  

′た●● υo Ao,た

Aπ(0)∪ A"(0)CAれ..い )

h ρdiα l●タ

IA"+"いう ≧ IA_(a),IAメ 。)― IAれ〈0)∩ Aメ 0)

Tho th●●●om● 。・ o obViOus fo, ァ■ 1,  3o w● o,su面 O tho, C● (7,E)

oohnootod ond dヽ tanoo dogroo ,。 gub, and O(C)>2 ●nd l く ァく こ(C)

tho ,ost o( oh`pt,, 2

22   P嵐  of T“o●● 21

fo, ov●,y ●dgo●υ C〃 ●nd po`i●ve intogo,8 1 ,nd ,,  th●  f●お硫h`

hold:

(3)

お
　
　
　
ｎ

1' li― り| ≧ 2 th●n 
「 ,(2,∩

r,(υ )・ 2 (4)
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|「
,(● )∩ ri(υ )1 , I Fl_1(● )∩ rt(。)| .4

|「 :(2,∩ Γ。(o,| 
● IF。(2)O rl(υ )I .1,

it f●lbw3 f,。■ (5)by induotぉo on ` th● |

|「 ,1(● ,o Fl(,,|・ l ri(.)∩ r,.1(,,

Dy (1, ●●d (3) ☆o 」oo got  r ∂〈ッυ)・ 7. thol

lA_1∩ Al(つ)|・ |「_1(2)∩ Fl(o,121+た1-年
N●w w。  ●h●.,。  1_0 す。,ti●●● 

“

 ,nd ′ ,u● h thョt a(● .夕 )
(● .υ .●|,   ,2)bo 。●● oi tho ,h。 ,t●
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ザ th● girth ●f

th∞,om

=  1
0  0

11た-1

tho numbor d

C is =,o● to,

1    1

0   1

■-1 ● 2

oolumh● d

thon th,oo

―

リ

∫

ｔ

1

1

■-2

typo (1,0,た -1)i` ,t lo・ ●t 。●。

W● obLinod tho f● u。● .r

Thoo,o●  45    L●
` C 
“

 ● ごi“●●●●‐中 戯 , 9‐●″九 ●れ!九  ぬ力 'i"h

θ
'“`" 

ιl●
" :ん

,●●    A●
" :た
o "●置  げ ●●

`●
""● ば `y′

r (1 1 カー2)i"

:|´ `年
`"“
o江
" 
●‐ ●y 。メ G l, こ

` "o,` ,℃

.“

R● o●●tly, B:`g,, Bo,h:● r and Showo― T,ybr oo● pl● tod tho oL●o口たotおo

ご  di`t●●●●―,Ogul‐  g,oph●  of ●●onoy th●●o ([4])   Tho koy of tho,

pr∞r i, t。  ,ho■  that tho ,umbo■  ol ●●lu“●= o, typo (1.1,1)is ,t mo,t

th,oe in any diot● ●oo―■o‐■r g,sph И th val●●●y th●●o ●●d gtth =,●●to,

than th,oo   Th● ●●。
“

46 i` a part」   oxtenttn o, th:= fact

Lot C● (′F, bo。 ```ta●。o―●●gutt groph with valeno,■ 28   Numb。,

o: oolu"o, of typo (1.0占 1). (1,1.■‐2) ln tho ht● ,,。ctlon "ray will b●
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a.notod by , and s ,o● poct,oly   Wo "`。 口。 c hu, Ⅲ th =,。,t。, than

th,o● , ●● ●● ha'0 '>C

We fk 8n odge ●● in C ,nd w●  ●o●●:do, the into,,oot●n di,gr,m of

G "ith ,●●po●t お 〈
“
,ν)   Wo っut

《・そ・″),

・;■)・イレi“,0
Thon the inl●

`,ootbn dhgttm oi C ttk。 ` tho f● `“

―

DII:,

_DII:年

D:::― … …
＼

___6''8J
,+●

W● ●●●●ω●
`>4    Noto thot ,+l≧

, by

ｒ
＼

・ウエ)f・,Vぼ iou● ″  For a
donot●  tho r.umOer o: odgo`

P,op●●ttyoo 4 6

0〃 ″(1・ 1・・・ 。く

。,,■ _1)
|●)″ ,Cり,1`′動
●に,つ:_P・

“
`,

(●●●,,,cつ 1'1ノ"ア
aち
1_P・

“

・
,

by l●コ回B8 in ohopto, 3

By "oy o: ooot,odt饉 on,

Th●,om 41

First wo dot‐ ●
“
in●  th● ●d=o P,ttoin3

vo,tは , o●d a ,ub`et γ in tt lot ●(`,y)

whth oono● ot , and vo,ヽおo, in /

D[1:

く′. lA●●

l…d・ e,つ:争・・‐1

D:__D: _… …… _DI,1__

):ll
__… … _D[・

1

，

　

　

ヽ
一

曖〉・1
くiく ●●,

1'ち・ 1

“`.■
わ・ta

“
,4争・ta

“"d

a"

0"`
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″り〃κ″厨
Ⅲ.イ+｀

ω
' 
〃
`∈ |ノ

″

・ に,1:1)

・
“
4■p・ l απ

“
●,つ彰)・力′

,,1 く:て 7●, ,"

・中,Dわ・1・超 oに,11)●・2

“
ムDttP,“つp
Thu● ,

“
2.4P=L

.̈り子・・`・

° : 
お  ' '1 ,   , `m-1

pr●fお of c whioh h“  boen dofi●。d in [0〕    W。
ddmtおn    Lot (1〕  bo tho into,`。 。t.n dLど ,3m
tif猟
」町■Th.11ltlI∫ `く "L

O(0).D(1).    o(71,

p“。′   Wb ,hJl only pr● ●● lv), th● oth。, 。●●。,お u●
"abng ,im■・・

m。, Let′ c,1l By Lom‐ 34

‐■),αぁ哺争・年.・た2
St●o●  th。 ,。  is  . .dgo b。 _。.n Dr●

l and D■,,  wo hav。

“
ムイ)・α

Therof● ,。

“`,つ
彰,・屁

Ag由。 by L。ぬ●Ⅲ 31

But ●。w り
r i' 。mpty

Si¨ 1`‐・ ly wo get al_

・・ 7・
1

お
` 
。 。y.1.

h C, w. .。 ngide, tho

give o ●h=htly drf...nt

o, c with ro`p。。t t。

∞nt饉●●d in s。っ。嗜



which wiu bo ‐・  。d the ″● 製。 。′ tho oyolo c

Foす o‐・ bpl。, 0.ke oh odgo(%,,1)。i C and

aLgram(1)● th,。,p●。t to(%.=1｀  ‐ よ。●●

t`ko ●
′.4 in 「 1(,ァ,3)r DI'1 ・ nd t● ko ■,,s in F

'1 'nd '‐ 2 by ' (7●
1)―p`tb

・ 1 ' 
″
2 .      ' ■ ,2

b, a で,■ 1,― p●th
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●●th r●●peot t● (26`1●

。o●●id。 , the :nto,,●。tbo
●dg。 に,,″●7●コh■■
1に,,P∩ 4i C。・・。ct

ond oonn● ot ,デ
,5 ,nd も

，
7●5 '      ` `27● 5 ' 'o

Th●o w●  `。 t , (27● 6,―oyole

も ''1.…… ′o,.5
,od tho p。戯〕● o, c with ,。 ,peot o  (,。 ,,1, 1,

イつ:,‐―ィ'1,つ1:,Dl:ィ'1,Dli p■ 1 ‐,場

NO‐ wo dot● ,mino tho p●oiil●● d c in th。  。bov. .、。
“

p]。 with ,。
`poot

t° (ち ,'1卜  に1,,2).('2,● 。,, …    By tho form of tho int‐ ,●●。●。。
dおgr・ m and Oy tho p●opo● iti。●,  tho p耐J。 。i c Й th ,。,poct t●  (,1,,2)

,,

イ,つ:… ,ィ・ 41,つ子.,Pll.■,D,,1… .D:
Who,o 11, d● hote, tho into,,o●●On dLgぃm ‐ith r.Bp`。 t t。  (21,`2'   Th°

P,oin。  ご  。 with ,。 ,poct to (,2,,3)iS

りし:… ,,11,っll,4`,り子|`戒l.囁1… o,,
and tho p● ぼ」o with ro,po● t t。  (■3.'4)i'

D♀ ,θ:,ィ'1,つ子|【 嘱〔,D,+141■1… ,っ :
But the p,of止  _●th ,c,pe● l t。  (,3'″ 4):` =amo `t tho p,。 il。  続 th

,o,poot o。 (、 .″1,   Thi' コ●●n, th。 1●●gth oi tho oκ l● mo,t be o multip:●

ば 3   H●●●。 w. havo 27● 6=o ("。d3), ァ=0 (-3)
To =,t 。●。tho, oond鮨 o● 。。 ァ,  wo takO ● o,,13,― oy。 1●
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C'   :

who,op●ぱ■o‐ ith,ospo。 ,

,yl .    ,v2,,12

(%,yl)た

お

お

イ.1-イ・ ,イ′期 ,弔 ,嘱′ィ・ ,

イ1,ィ|`.4:4:,イ |,,Dll.■ 1… .場
口● o`loul● t●  tho p,。 fi" d C. ■ th ,。。peot t。  (yl,v2).  (y2,y3)'

動o pr,お●″:ヵ 4●″
`●`0名 ′%′・ 力″砲夕る'″

oど。′・・ 簗=_認 ●″●´
"■‐′あ‐′̂ン,■ ¨´″=′

″ ″ 4も,`′ ′々・ ′■,II●●●̀0``●●, 。no wで 詢o●
`

ca oulat‐  tho p,ofil● , with ro,p● ot t。  lv3,v4)' (υ 4,y5),       in 。●。わ 。aso

,op‐●t●ly    Fo,tun● t●ly   tho proiil●
= 
■th ,●,p●。t t●  (y7.y8) ∞ holdo

,■ ●●●h o●●●   Thu,,  tho p,oAl・ o with r●oPo● t t。 (y7 y8)and 〈
■
,ち ,

0●0 0● :qu● ly doto,"inod   Again tho pr● I‐● 樹 th ,。 ,pe● t (v9,vl。
'.    .

〈υ12 y13) hovo  two  po,sibilitio●     Bot the  p`o:]● ● ,th resp。●t  t●

(y13.yll) な。 ●oincidont  ,nd tho p`。 ::]。s with ro,p●●t t。  (y13'y14''

ly14,y15) 。nd  (y15 yl。 ) °
'°
  uniquoly deto,minod    Tho proil。   五 th

,o,p●。t t。 (v15,y16)。 。inold。 , with tho p●ごJo with ro● p。●t ぉ  (y。 .yl)

The,●fo●o 27● 13=0 (mod 15).  ァ
= 1 〈

,■ば 3)   Thi, is a ●。。lndお ti。●

Ro…・ ,k   T"。  ●y。 1● , lo tho obov● pro" ,,● th。 ●●mo o日  thoる o u“d

[4,   But the proin● . 。f tho (2,(13)―●yoL i, not u,■ qu●ly doto,∞ ho●

our 。●●。,  ie   that doo●  ●ot hO,, , ●●● ●●●|●:o in termo o′  〔4]

ｎ
　
　
　
ｈ



51   Tho el.,こun● 。. Th..rom

in thi= 。hopt● , wo sha■ ●し,,ry di,こ。o●―roguL, ■,●ph, with ●ミ 。●。y

iour ,o` `1,th th,o●

Ditt●●。
"Rogu鮨

¨ G“ph3 ■ th Val●o●y Four ttd oL・●  Tb,“
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CHAPTER FiVE

o 

“

s:これo● ●●, ′̂, 9‐●P九 ●″
`た

 ●●l●
"彎 ァ
。

“

´

れ ねo,pた |. l● ‐●″ :たo.・●ι∝,■99'。 2′ヽ

Th●ァ●● 51   ι。
`

●
"d い ':た
 ιハ″●o   7た。●

“
　
　
、

Ｃ

　

Ｇ

●)ooれがα●9た´ t
(`` α

`oた

oこで

“

(1● , rた。 ι,"● 9,αpた 。ノ 。
"●
 。ア `た。´χ●五"g r‐´

、 ull・ ●。k,_ 3

(。 , P●
`●

‐s,"'s ,7● 21   00    (b)。mp“
`, Oi辮

7・ 1`。 9,。つた   X3.3

(0)′た0ッ∞ご 9,こpヵ     (d) 8κ●
"      (o, 12た

o9e

R●●●●tly, NL  B:=g`, A  B。 ,hio, and ,  Sh“ 。―T●yb` oompl● tたd th。

ol,8,rioo,ぉ .。f di`tuno●―●●gular gr,ph● with v`lo● oァ 3(〔 41,   Digoussio●
=

●bout signri。 ,noo ば olo,8rying 01,こ noo― rogub, =,,Ph, Will bo 子ound in

tho boo■  by B● nh●: and :t●  (〔 1],    In th●  p●oof of th●  。b。●。 th。。,om

wo `h● 1: only uoo pu,。  。。mbin,to,垣 ]motho`, though tho,o :, ●o ●た。Ptる 0

th● t w。  ●httl use tho ●●飩 lts by Bannai and ito ([2]),  D,コ に,ou ([,1).

Foit ,"d bgぃ 0。  ([8]),  ■ho8o p●∞fs ,。qur● d`。 br.:。  口。t卜od3
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C, not O●。c。,3,,■ y dioこ

“

。_t。まuは,,

to bo`●●●:l12:●●o年

"に
,rf● ● ●.y

V●,toメ  ′ whioh :` ,d,日。。nt to b●th

●  ●●aly trね。こ。L gr,Ph c :` 。

Loし 6 be a oonhoct● d,lmplo=,,ph

with tho v。 ,tox ,et h   c i, sttd

od=o (,,y, in C tho●● ●xi,ls ,u=t on。

2 ●r.d y    Th. ι,1."プ。 ,′。Pた 0 。f

='aph With th。
 、●●to、 ●et

′■〔(21,● 2 ●3}| 
“
1,●2.23ε ち ,1,●2.・3 T・  °・

`¨

°。t to o●。h othor l,

and t"。 v。
`、
たo, こ■(● 1,.2,●31' °=〔

″
1,2'｀〕°'°

 dぱi。●u t● bo ad,¨。●|

1・ 5r,≠ う。.d了 ∩ ラ ≠ ρ hold

Tho,o is ,。  ●
`uJ m●

t,た , 。n c ☆hioh i, d。′:。●d 。● tho l‐ngth of

o ,ho,tost path botw●●n two ●●rti。●, 。f a   Th。,。  :ぉ 。r●th。 , コにorio ∂

on ` doinod by

0(υ ,υ ,■ ,■,2( 0(2.υ , 1 ● C●,,c υ,
A ,ol,tioo bol■ ●。h a and 7 i` givon by the fou。■ng ]om嗅

Lo■…・  52   ι●
` 
ε o● ● 1∝o“y :"●●92ι

" ,‐
●pた 0"d `●

` =. 
う o. `無Ю

dis:Й● ●●ァ・lc,,1, C   rた。
`

'(τ「
)・ a(=,ラ,,1

″●●/   First "●  
“
mm。 ,(7.ラ )・ ,, 7.ラ  ∈ ●   Th●● th。で。 1, ョ

"tb in 
τ oono。。thg覆 ●ndラ : =・■, 71, ら,…… `み・ラ  T,k。

■∈ζ∩1+1(0≦ 1≦ ,11 Thoo● °・d■■ar。 ,d,a● ont in c,,ince

■ and'1,1`re b° th in l,l Thお impI。,∂ |も″′P≦ '1. ∂に,',
≦ デー1   お●●● wo gol '(=.5)≧  0(=,ラ),l   N。メt "。 a=,u●● 0(=,ラ )
● ●  Tako ● c 3 and υ ε 5 ,4th O(2,υ )= ,   Lot  

“
 ■ ,。 , ●1, ・ 2'

, オ, 
● O   be a path of l。 ●

`th 
ア ●00n●oti●

` 
● and ,    T,k。  ●



_m_

Vertα ●
l whた｀お●dJェ。nt t● b.th_..ェ

■.1(O≦
`≦
,1ら ●nd pu`

=i・ 〔■ '1.1,2i l  Thon wo got

ら,¨¨,■ l sinoo 2(.bel● oま= 

°°・ ●●。:v●職。“
ho: ■, Fl,

t● both l and■
,1,,o ho,o■ ∩

■■≠″ Th・ hplt,,(_。 ,■_P`ア ■ ・・●。."havoコ●,D≦‐1, ■.。.=鮨 。d凛。.t to FO undラ t adⅢ
,nt t・ ■l in a so w。

g。,τ (7,う, ` ∂(=,ラ,,1

襲 o"● 50  る。lc“  。

●f`● 7●′
`“
,, lt●″ L(o, `s

p´∞′   Fi,,↓

two vortices ″ τ

kたolly tr:`nζ ulェ

Lot(石 ,ラ )b。 ..

t`五nguL●    Lot ノ b。

Tok● 。n, v。 ,t。、 ` ,n

and ,(ラ    Thon w。

ol。 ,,1ン  。●._t。_。●● by

To ,。。  thot ノ i,

adj●。.nt vert,。 。, (を ,ラ ,,

"o DOy a`●
●m。  ● ●ュ

′,, c ラ, , i. 。d,。●。nt to

tO ,dJ`oont v● rtiて。, in C

:∞o2y `・ ."92ια7 ,たpA

ヽ姉 ″ った
=。
ぁ c

〃  じ ,s _921こ´

:o c thoro i, ,u,t

′ ,, fou, 。nd c i`

Wo romark thot

Whioh inolod。 ,,

f●, ,● y vo,t。ス `

,in。。 |。 g,o●  。(

odgo :●  ●,  thon l=∩ ラ|  ● l  si。 .。 c :` 1。。。理y

a ●●pping d ι〈o)to c whioh i, d.=inod 。,

′(3,う)・ `, ,c,∩ ラ
C   Thoro ●●. t¬o v。 ,tiO●● ■ , in む ●th ″∈ 立
hoV。  ノ(二,ラ, ・  .    s。 r i. 。nto    sin●● ′ i`

∈

　

　

′

tho ●bove roma,k, ′ is , bi,o。 1:on

oo i● oね。,phis“  betwo● n ι(´, ,nd c, Lko tw。

(フ′フ,lh ι〈τ)

L● 1 ′(2,,, .

t' in C   s。  ′ map, ad,∝o● o vertiOos lo ι(● ,
It i, 。。●y t。 ,how t卜.t r′ (五,テ, i, 。dj●●.。 t

By doAnitお。 .f . lino gnph,

` 
。nd ′〈
=,') . 2'    sinO●

to′ (テ,テ )th.。 (7,3)i. ●dj●。。●t t。  (7.7) H●noo ァ 1, 。n is。口。rphi●●



:●ter●。●tl●o た Oy` ●f l.●●By T●■.、.童  Gttph。

Let c bo a l。。●1ly ,ね。
=ul●
r di,勧。。,。guLr

f●●●  Lot d bo tho d通口。t。.●fG=nd α′,り,,
inte,s● ctゎo●。っbo,s。,c Ro口n,k th`t。

1,1 ,ino●
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graph with _l●●。y

(0`′ ≦ d)be tho

Ci`!。。auy Liang● Ior
W● 面
`y 
。..umo that th。  〔nぬr“oti。● ..my 。, c ぬkos th。 ぉ uowin■

f●,m,byり ≧ら,F・_≦ ら+1,ndヽ +b7・ ,・ 4

０
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４

‘
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‘

ｌ

ｔ

1  11  12  22

1  12  20  ol

2… 21… 12… ,1_

of oolum,d

th● ●。lum●
`

2 3   3

1 0   0

1 1   1

typ。  (1,1,2) i`

of typ。  (2,02)

●t :●a`t ono

do ●。t app。・・

Ｉ

Ｊ

ヽ

％

ｏ

Sino, 。
1.。 1・ 1'  'h●  .umも。,

Th● 。。lum, o, typ。  (1.2,1)。 .d

ot tho =,コ 。 time

P'0●   Lot α bo tho numb。 ,

th● r。 :, . 。。i。
". 
。f typ。  (2,0,2)

V●rtox , in 
「 α,11.)   Th。

,。  iす 。.

C i, b。.u, trね 。
`ubr  th。

.。  1, ,

L●コma 54

●
"ヽ
y 。ァ c

V  Tわ on ■。 =。t,こ
「 α`2)by(y,ッ)■th"c rα _1(.) sh。● 0

。 Whioh i, .dj...nt t。  ● .●d v

‐ ●鶯 is"。 馘 .れ
"●

.● ′y"  (2.0,2, i" ′た。 i"`″,“
"。

.

of o。 :●●●, 。i tyP。  (1,1,2)   A3● ●ぃ。

Lot ● b。 , 、。rt●、 lh ε ond ‐ k。 ●

。dJ。 (`y, with y c Γ
α
(“ ,   sio●。

●ヽrtox 夕 whioh i●  .`津。nt t。 ` ョnd

Tho●

Tho●

α

(v.● 〉   But `:● 。. .α
 
■1, wo got

Wo ho●● ‐ 。 。dgo,(v′ ),。 d
●

　

‘

　

　

′

・ α+1 =。    M° '●
。v。 , wo tak●  an o● go

i夕  l●.ouy t,■.=u巌 , th。 .● i` , 、で,t瞑

Thoo wo got● ∈
「
´(2)by o ・ 1

■ ″

`

thtro is two v。 ,tたo8 υ′ ` whioh o,●  ●●|● o●nt to y and
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=濠 ヽ

"
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配 2η
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.● ″″ (3,o,1、
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dホバdo th. ,12●
d

LEm 55  rた ″,1,。
`η
Oゞ ぃ .c.“

"2●
/″, (1.2,1)

″∞

^  
鮨 su“. tho,o :, at l● ●。t tw。 ●●l●■o, 。f t理。 (1.2.1)  Lot

α O●  th。  。●口bo, ●f .。 l● .。3 。r typ。  (1,1.2)   Lot ` b. a ,。 ,t,x in c
●●d ″ bo o ●。,tO in 

「 α,1〈
●,   Tako an odg。 (,,v)■ith y c rα

.2(2)
Sin。。 c i` b.強ly tA● .`uL■ , tno,o l, 。 vett0 2 whl.h i, .d,¨

ent l● ′
●nd V   Sinoo bα

,1■ 1'  ′ i・  耐  in 
「 α,2(Ⅲ

),  ●o "。  hav● 2c Γ
α.1(2,

Thio c。。t,日dた18 t。 。
α+2・

1

L●m口,57 ″ ,中 、 ぃ。
“

●
"几
,″ ,。 (1.2,1,ぬ

":′"=■ .。

.yし,..,:y″  (21,1)

助 0■   A,tumo th● ro i●  `0 .。 lumn d typo (1.2,1),  bot tho,。
 む  。

o●luon of typ。 (2,1 1)   Lot α bo th● numbor " 。。lum。, 。i typ。  (1,1,2,
,nd :。 1 ● b。 . v。,ぁヌ in C   By tomm0 54, wo have cα

,1●
2. 。α,1・ 1

,nd oα
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